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三好 崇夫
加藤 久人

10.有限要素法解析
(2) 2次元仮想仕事の原理と

Eulerはり要素の要素剛性方程式の誘導

Step-7 (Compl.)

Step-6

Step-7 (Compl.)

Step-3

Step-7 (Compl.)

Step-0 (Free cable)

１．仮想仕事の原理の概要

荷重Pが作用してつり合い状態にある棒部材

元の長さu

P

δu

（応力σ，ひずみεも発生）

つり合い状態を維持したまま，
変位をδuだけ増加

δu：仮想変位と呼ぶ

対応する仮想ひずみδεも発生

「荷重－変位関係」と「応力－ひずみ関係」

u

P

δu

u

変位

外部仮想仕事

Pδu

荷
重

P

δu ε

ひずみ

仮想ひずみエネ

ルギー密度σδε

応
力
σ

δε

１．仮想仕事の原理の概要

u 変位

荷
重

P

δu
ε ひずみ

応
力
σ

δε

外部仮想仕事 仮想ひずみエネルギー密度

u 変位

荷
重

P

ε ひずみ

応
力
σ

実外力仕事増分 実ひずみエネルギー密度増分

１．仮想仕事の原理の概要

u 変位

荷
重

P

δu ε ひずみ

応
力
σ

δε

外部仮想仕事 仮想ひずみエネルギー密度

仮想仕事の原理
（外部仮想仕事）＝（仮想ひずみエネルギー）

＝（内部仮想仕事）

構造全体の体積で積分!!

仮想ひずみエネルギー

１．仮想仕事の原理の概要

表面力と物体力による外部仮想仕事

u

表面力p（分布荷重）

δu

表面積A0

表面力による
外部仮想仕事

u
単位体積重量w

δu

体積V

物体力による
外部仮想仕事

∫=
V

udVwδ∫=
0A

udApδ

１．仮想仕事の原理の概要
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2次元物体の内部仮想仕事δU

uy
σxδuy

x
y

σy

uxδux

(δεy)

(δεx)

体積V

εx

σx

δεx
εy

σy

δεy

（x，y方向，面内せん断分を足し合せて体積分）

γxy

τxy

δγxy

(1)( )∫ ++=
V xyxyyyxx

dVU δγτδεσδεσδ

２．2次元仮想仕事の原理

2次元物体の外部仮想仕事δW

x
y

St

変形前

V

（x，y方向分を足し合せ，表面力は境界条件の規
定されていない面積，物体力は体積で積分）

Su釣り合い状態

仮想変位後

tx

ty

δuy

δux

bx

by

( ) ( )∫∫ +++=
V yyxxtS yyxx

dVububdSututW δδδδδ

表面力項 物体力項

(2)

２．2次元仮想仕事の原理

2次元物体の仮想仕事式

（外部仮想仕事）＝（内部仮想仕事）

δW＝ δU

( ) ( )
( )∫

∫∫

++=

+++

V xyxyyyxx

V yyxxtS yyxx

dV

dVububdSutut

δγτδεσδεσ
δδδδ

(3)

２．2次元仮想仕事の原理

３．2次元ひずみと変位の関係

uy

x

y

ux+(∂ux/∂x)dx変形前

変形後

ux

dx

dy

uy+(∂uy/∂y)dy

直ひずみ

x方向：

y方向：

x

u
dxudx

x

u
u x

x

x

xx ∂
∂=







 −
∂
∂+=ε

y

u
dyudy

y

u
u y

y

y

yy ∂
∂

=






 −
∂
∂

+=ε
(4)1, 2

x

y
∂ux/∂y

変形前

変形後

dx

dy

せん断ひずみ

(∂ux/∂y)dy

∂uy/∂x

(∂uy/∂x)dx

x

u

y

u yx

xy ∂
∂

+
∂
∂=γ (4)3

３．2次元ひずみと変位の関係

４．2次元応力とひずみの関係

x

y σx

-νσx/E

x方向直ひずみ合計：

y方向直ひずみ合計：

σx

σx/E

σy

-νσy/E

σy

σy/E
＋

E：弾性係数
ν：Poisson比

EE
yx

y

σσνε +−=

EE
yx

x

σ
νσε −=

(5)1, 2
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x方向直応力：

y方向直応力：

x

y
∂ux/∂y

dx

dy

∂uy/∂x

τxy x

u

y

u yx

xy ∂
∂

+
∂
∂=γ

τxy

せん断応力： ( ) xyxyxy

E
G γ

ν
γτ

+
==

12

( )
yxx

E νεε
ν

σ +
−

=
21

( )
yxy

E ενε
ν

σ +
−

=
21

(6)1～3

４．2次元応力とひずみの関係

５．2次元Eulerはりの変位

x

y P(x, y)

図心

uy

u0x

はり

� 3 or 2次元問題を1次元化したもの

� はり内部の任意点の変位ux，uy：xのみの関数
� 1次元化のため，断面無変形，断面内無応力の

仮定，Eulerの仮定を導入

z

u0y

ux

x

y

z

x

y

はり内部の変位

z
u0y(x)

u’ 0y(x)

P(x, y)
y

Eulerの仮定：
「変形後の断面は変形後の部材軸に直交」
を前提に定式

-yu’ 0y(x)

P(x, y)

u0x(x)

５．2次元Eulerはりの変位

x

y

x方向変位：

z
uy(x, y) = u0y(x)

u’ 0y(x)P(x, y)
y

-yu’ 0y(x)

u0x(x)

ux(x, y)

y方向変位：

断面無変形の仮定：ux，uy→ u0x，u0yのみで表示

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xuyxu
dx

xdu
yxuyxu

yx

y

xx 00

0

0
, ′−=−=

( ) ( )xuyxu
yy 0

, = (7)1, 2

５．2次元Eulerはりの変位

６．2次元Eulerはりの応力，ひずみ

はり内部の応力

断面内無応力の仮定：σy = 0

式(5)1より，

x

y

図心

σy = 0

z x

y

z

EEE
xyx

x

σσ
νσε =−= 0

xx
Eεσ = (8)2

(8)1

σx

はり内部のひずみ

断面無変形の仮定：εy = 0 (9)1

x

y

z h

h

式(4)3に式(7)を代入して，

( ) ( ) 0
00

=′+′−=
∂
∂

+
∂
∂= xuxu

x

u

y

u
yy

yx

xy
γ (9)2

６．2次元Eulerはりの応力，ひずみ



2016/4/17

三好崇夫，加藤久人 4

( )
∫ ∫

∫∫

=

=++=
L

A xx

V xxV xyxyyyxx

dxdAE

dVEdVU

0
δεε

δεεδγτδεσδεσδ

７．2次元Eulerはりの内部仮想仕事

式(1)に式(8)，(9)2を代入

x

y

図心

L

z x

y

z
断面積A

0 0 (10)

式(7)1を式(4)2に代入

yx

x

x
uyu

x

u
00
′′−′=

∂
∂=ε (11)

：はり長さL，断面積Aとする

x

y

図心

L

z x

y

z
断面積A

式(11)の変分

(12)
yxx

uyu
00
′′−′= δδδε

式(11)，(12)を式(10)へ代入

( )( )∫ ∫

∫ ∫
′′−′′′−′=

=
L

A yxyx

L

A xx

dxdAuyuuyuE

dxdAEU

0 0000

0

δδ

δεεδ

７．2次元Eulerはりの内部仮想仕事

x

y

図心

L

z x

y

z
断面積A

( )( )
( ) ( )

( ) ( )∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

′′′′+′′′−

′′′−′′=

′′−′′′−′=

L

Ayy

L

Axy

L

Ayx

L

Axx

L

A yxyx

dxdAyEuudxydAEuu

dxydAEuudxdAEuu

dxdAuyuuyuEU

0

2
000 00

0 000 00

0 0000

δδ

δδ

δδδ

(13)

式(13)において，図心軸まわりの断面1次モーメン
トより

0=∫A ydA (14)1

７．2次元Eulerはりの内部仮想仕事

x

y

図心

L

z x

y

z
断面積A

式(13)において，断面積より AdA
A

=∫
図心軸まわりの断面2次モーメントより

zA
IdAy =∫

2

(14)2

∫∫ ′′′′+′′=
L

yyz

L

xx dxuuEIdxuuEAU
0 000 00 δδδ

(14)3

式(14)を式(13)に代入

(15)

７．2次元Eulerはりの内部仮想仕事

物体力（自重）を無視すると，式(2)より

( )∫ +=
tS yyxx dSututW δδδ (16)

式(7)の変位より，仮想変位δux，δuyは，

yxx uyuu 00 ′−= δδδ

yy uu 0δδ =
(17)1, 2

式(17)を式(16)に代入すると，

( ){ }

yS yyS xxS x

S yyyxx

udStudSytudSt

dSutuyutW

ttt

t

000

000

δδδ

δδδδ






+′





−





=

+′−=

∫∫∫

∫
(18)

８．2次元Eulerはりの外部仮想仕事

y
L

z x

ty

tx

外力（表面力）のx = 0，Lのみへの作用を仮定

ty

tx

0
0

x
xS x PdSt

t

=






=
∫

Py0 PyL

Px0 Px0

Mz0
MzL

xL
LxS x PdSt

t

=






=
∫

0
0

y
xS y PdSt

t

=






=
∫

0
0

z
xS x MdSyt

t

=






=
∫

yL
LxS y PdSt

t

=






=
∫

zL
LxS x MdSyt

t

=






=
∫

(19)1～6

８．2次元Eulerはりの外部仮想仕事
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y
L

z x

x = 0，Lにおける仮想変位

δuy0

δu’ y0

δux0

δuyL

δu’ yL

δuxL

式(19)を式(18)に代入すると，

yLyLyyyLzL

yzxLxLxx

uPuPuM

uMuPuPW

δδδ
δδδδ

++′+

′++=

00

0000
(20)

８．2次元Eulerはりの外部仮想仕事

９．2次元Eulerはり要素の変位の近似

節点変位

L

節点i

x

uyi

θzi

uxi

� 両端2節点要素
� 要素内変位：節点変位で近似

節点j

uyj

θzj

uxj

0

0

=

=
x

y
zi dx

du
θ

Lx

y
zj dx

du

=

= 0θ

節点変位

L

節点i

x
uxi

� 要素内x軸方向変位：xの1次関数で近似

節点j

uxj

( )

[ ]{ }eL

xj

xi

xjxix

uN

u

u

L

x

L

x
u

L

x
u

L

x
xu

=














 −=+







 −= 110
(21)

９．2次元Eulerはり要素の変位の近似

節点変位

L

節点i

x

uyi

θzi

� 要素内y軸方向変位：xの3次関数で近似

節点j

uyj

θzj

( )

zjyj

ziyiy

L

x

L

x
u

L

x

L

x

L

x

L

x
xu

L

x

L

x
xu

θ

θ









+−+




















−






+









+−+




















+






−=

2

3232

2

3232

0

23

2231

９．2次元Eulerはり要素の変位の近似

( )

{ }
[ ]{ }eE

T
zjyjziyi

y

vN

uu
L

x

L

x

L

x

L

x

L

x

L

x
x

L

x

L

x
xu

=





+−







−













+−







+






−=

θθ
2

3232

2

3232

0

23

2231

(22)

式(21)，(22)の微分は，

[ ]{ }eLx uNu ′=′0

[ ]{ }eEy vNu ′′=′0
(23)1, 2

９．2次元Eulerはり要素の変位の近似

{ } [ ] [ ]{ }

{ } [ ] [ ]{ }∫

∫
′′+

′′=
L

eE
T

E
T

ez

L

eL
T

L
T

e

dxvNNvEI

dxuNNuEAU

0

0

δ

δδ

式(24)を内部仮想仕事式(15)に代入すると，

式(23)の変分は，

[ ]{ }eLx uNu δδ ′=′0
[ ]{ }eEy vNu δδ ′′=′′0

(24)1, 2

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式
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{ } [ ] [ ] { }

{ } [ ] [ ] { }e

L

E
T

Ez
T

e

e

L

L
T

L
T

e

vdxNNEIv

udxNNEAuU






 ′′+






 ′′=

∫

∫

0

0

δ

δδ

(26)

(25)

式(25)において，

[ ] [ ] [ ]










−
−

=








−
−

=

−






−
=′′

∫

∫∫

11

11

11

11

11
1

1

0 2

00

L

EA
dx

L

EA

dxLL
L

L
EAdxNNEA

L

LL

L
T

L

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

(27)

{ } [ ] [ ] { }

{ } [ ] [ ] { }























































 −































=






 ′′=






 ′′

∫

∫

zj

yj

xj

zi

yi

xi

T

zj

yj

xj

zi

yi

xi

L

L
T

L
T

e

L

L
T

L
T

e

u

u

u

u

sym

LEA

LEALEA

u

u

u

u

udxNNEAu

udxNNEAu

θ

θ

δθ
δ
δ
δθ
δ
δ

δ

δ

0

00.

00

0000

00000

0000

0

0 （y方向変位，回転
変位含めて拡張）

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

[ ] [ ]



















−
−
−

=


























 +−−+−+−⋅






 +−−+−+−
=

′′

∫

∫

2

22

3

0

232232

232232

0

4.

612

264

612612

6412664126

6412664126

Lsym

L

LLL

LL

L

EI

dx

L

x

LL

x

LL

x

LL

x

L

L

x

LL

x

LL

x

LL

x

L
EI

dxNNEI

z

L

T

z

L

E
T

Ez

式(25)において，

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

{ } [ ] [ ] { }

{ } [ ] [ ] { }

























































−

−
−































=






 ′′=






 ′′

∫

∫

zj

yj

xj

zi

yi

xi

z

zz

zzz

zzzz

T

zj

yj

xj

zi

yi

xi

L

E
T

Ez
T

e

L

E
T

Ez
T

e

u

u

u

u

LEI

LEILEIsym

LEILEILEI

LEILEILEILEI

u

u

u

u

udxNNEIu

vdxNNEIv

θ

θ

δθ
δ
δ
δθ
δ
δ

δ

δ

4

612.

000

2604

6120612

000000

23

2

2323

0

0

(28)

（y方向変位，回転
変位含めて拡張）

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

(29)

式(27)，(28)を内部仮想仕事式(25)に代入

{ } [ ] [ ] { } { } [ ] [ ] { }

























































−

−
−

−































=






 ′′+





 ′′= ∫∫

zj

yj

xj

zi

yi

xi

z

zz

zzz

zzzz

T

zj

yj

xj

zi

yi

xi

L

E
T

Ez
TL

L
T

L
T

u

u

u

u

LEI

LEILEIsym

LEA

LEILEILEI

LEILEILEILEI

LEALEA

u

u

u

u

vdxNNEIvudxNNEAuU

θ

θ

δθ
δ
δ
δθ
δ
δ

δδδ

4

612.

00

2604

6120612

0000

23

2

2323

00

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

{ }
{ } { } { }fuMPPMPP

uuuu

MuPuPMuPuPW

TT
zjyjxjziyixi

zjyjxjziyixi

zjzjyjyjxjxjziziyiyixixi

δ

δθδδδθδδ
δθδδδθδδδ

=⋅

=

+++++=
式(20)より仮想外力仕事式は

(30)

y L
z x

Pyi Pyj

Pxi Pxj

Mzi
Mzj

節点i

δuyi

δθzi

節点j

δuyj

δθzj

δuxi δuxj

節点力と仮想節点変位

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式
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式(29)，(30)を仮想仕事式(3)へ代入すると，

{ }
{ }T

zjyjxjziyixi

zjyjxjziyixi

zj

yj

xj

zi

yi

xi

z

zz

zzz

zzzz

T

zj

yj

xj

zi

yi

xi

MPPMPP

uuuu

u

u

u

u

LEI

LEILEIsym

LEA

LEILEILEI

LEILEILEILEI

LEALEA

u

u

u

u

⋅

=

























































−

−
−

−































δθδδδθδδ

θ

θ

δθ
δ
δ
δθ
δ
δ

4

612.

00

2604

6120612

0000

23

2

2323

より，

(31)

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式

{ } { }0≠zjyjxjziyixi uuuu δθδδδθδδ

{ } { }

[ ]{ }uk

u

u

u

u

LEI

LEILEIsym

LEA

LEILEILEI

LEILEILEILEI

LEALEA

MPPMPPf

zj

yj

xj

zi

yi

xi

z

zz

zzz

zzzz

T
zjyjxjziyixi

=

























































−

−
−

−

==

θ

θ

4

612.

00

2604

6120612

0000

23

2

2323

要素座標系で記述した，2次元Eulerはり要素
の要素剛性方程式

(31)

１０．2次元Eulerはりの要素剛性方程式


