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１．１．１．１．純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 純ねじりの問題はサンブナンのねじり問題

1)～4)，6)～8)

とも呼ばれ，1853 年の Memoire sur la torsion des 

prismes, Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant に起源をを置く．純ねじりでは棒軸方向の拘束は無い

ものとして，変形後の断面形状に変化が無いことから，直ひずみは発生せず，純せん断のひずみ状態を

前提とする．丸棒断面はあらゆる方向が対称軸となり，ねじりモーメントが作用しても断面外へのそり

変形は生じず，断面のせん断応力は中心からの距離に比例する．任意の断面ではそりが発生するため応

力分布は複雑となる．この応力状態を追跡するために考案された関数がねじりの応力関数Φ

9),10)

 ，ある

いは本資料での faiであり，この関数が石鹸膜を表す関数 h と相似であることが 1903 年プランドルによ

り Zur torsion von prismatischen stäben, Ludwig Prandtl によって見出されている． 

 鋼構造物は薄鋼板で円筒あるいは箱断面を形成し，ねじりに抵抗できる断面を創り出している．いわ

ゆる薄肉閉断面構造に対応したねじり定数の算定公式が 1896 年ブレッドにより Kritische Bemerkungen 

zur Drehungselastizität, Bredt-Batho の研究から見出されている．ここまでの理論ではねじり変形の後も断

面の形状に変化はなく，またそりを拘束する影響も考慮されていない．ウラゾフが 1961 年に発表した

Thin Walled Elastic Beams, V. Z. Vlasov 5)

では一般化座標法の手法によりこのような問題を自在に取り込

める微分方程式が誘導されている． 

 本資料は主に大阪大学名誉教授,故小松定夫著，薄肉構造物の理論と計算,1969.,山海堂出版の第 2章

を基本に式の誘導，補足説明を加え詳細に解説したものである． 
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2222.0 .0 .0 .0 純純純純ねじりねじりねじりねじり(St.Venant(St.Venant(St.Venant(St.Venant ねじりねじりねじりねじり))))誘導誘導誘導誘導式のまとめ式のまとめ式のまとめ式のまとめ    

 本資料で説明する純ねじりの解説について主要な部分を以下にまとめる． 

式番号は各節の式をそのまま引用するため不連続である．詳細は各節を参照されたい． 

 

1) 1) 1) 1) 丸棒の圧縮･引張丸棒の圧縮･引張丸棒の圧縮･引張丸棒の圧縮･引張問題と問題と問題と問題と純純純純ねじり問題の比較ねじり問題の比較ねじり問題の比較ねじり問題の比較 

表－0.1丸棒の圧縮･引張問題と純ねじり問題の比較 

丸棒 

(一般断面ではない) 

圧縮･引張問題 純ねじり問題 

   

 

 

作用力 軸力 N ねじりモーメント Ts 

断面性能 断面積 A 純ねじり定数 J 

弾性定数 E G 

変位 伸び u 回転角 φ 

単位変位 ε = u/L ϑ =φ/L → γ = rϑ 

応力－ひずみ関係 σ = Eε(断面内一定) τ = Gγ= G rϑ (丸棒は r に比例)* 

作用力－応力関係 ∫∫σdydz  

=∫∫Eεdydz 

= Eε∫∫dydz 

= εEA  

= N 

∫∫τrdydz  

=∫∫G rϑ rdydz 

= Gϑ∫∫r2dydz 

= ϑGJ       (これは丸棒の場合) 

= Ts 

基礎式 N = EAε= EA･du/dx Ts = GJϑ= GJ･dφ/dx 

備考  *:一般断面では応力関数 faiで決定 

 

2)  2)  2)  2)  一般断面に対するねじり問題の応力関数一般断面に対するねじり問題の応力関数一般断面に対するねじり問題の応力関数一般断面に対するねじり問題の応力関数 ffff
aiaiaiai
((((yyyy,,,,zzzz))))    

a) ひずみについて 

ねじり変形に伴う任意点のそり(軸方向変位)を u，そり関数を ( )zyU , として， ( )zyUu ,ϑ= ･････(4.5) 

純ねじりでは軸方向の伸び縮み無しから， ( ) 0, =
∂
∂=

∂
∂= zyU

xx

u
x ϑε ･････(4.7)  

また，断面内の変形無しから， 

( ) 0=−
∂
∂= xz
yy ϑε ･･･(4.8)， 0=

∂
∂= xy
zz ϑε ･･･(4.9)， ( ) ( ) 0=+−=

∂
∂+−

∂
∂= xxxy

y
xz

zyz ϑϑϑϑγ ･････(4.10) 

せん断ひずみの定義から， 

( ) ( ) 







−

∂
∂=−

∂
∂+

∂
∂== z

y

U
xz

x
zyU

yxyyx ϑϑϑ ,γγ ･････(4.11) 

( ) ( ) 






 +
∂
∂=

∂
∂+

∂
∂== y

z

U
zyU

z
xy

xxzzx ϑϑϑ ,γγ ･････(4.12) 

L 

Ts y 
z 

x 

L 

N y 
z 

x 
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b) 応力とひずみの関係式 

( )( ) ( ){ }zyxx
E νενεεν

νν
σ ++−

−−
= 1

121
･････(4.13)1 

( )( ) ( ){ }zyxy
E νεεννε

νν
σ +−+

−−
= 1

121
･････(4.13)2 

( )( ) ( ){ }zyxz
E εννενε

νν
σ −++

−−
= 1

121
･････(4.13)3 

xyxy Gγτ = , yzyz Gγτ = , zxzx Gγτ = ･････(4.13)4,5,6 

これらに既に求めたひずみの成分，式(4.7)～(4.9)を代入して, 

0=xσ ， 0=yσ ， 0=zσ ･････(4.14)1,2,3 

共役せん断の関係に留意しつつ，図－0.1を参照して， 

式(4.10)より， 00 ==== ･･γ GG yzzyyz ττ ･････(4.14)4 

式(4.11)より， 







−

∂
∂=== z

y

U
GG yxxyyx ϑγττ ･････(4.14)5 

式(4.12)より， 






 +
∂
∂=== y

z

U
GG zxxzzx ϑγττ ･････(4.14)6 

c) 応力のつり合い式 

図－0.2に示す，微小 6面体要素に生じる応力と体積力 bX, bY, bZのつりあい x軸方向について，  

0=+






 −
∂

∂++









−

∂
∂

++






 −
∂

∂+ dxdydzbdxdydz
z

dzdxdy
y

dydzdx
x xzx

zx
zxyx

yx
yxx

x
x τ

τ

ττ

τ

τσ

σ

σ ･････(4.16) 

0=+
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂

X
zxyxx b
zyx

τ
τ

σ

･････(4.17) 

同様に, 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
Y

yzyxy b
zxy

ττσ

･････(4.18) 

0=+
∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂

Z
yzzxz b

yxz

τ
τσ

･････(4.19) 

 

d) 境界条件 

周縁上に表面力は無いので，周縁に直交方向のせん断応力は存在しえない，図－0.3を参照して， 

0=−=+=
ds

dy

ds

dz
ml xzxyxzxyxn τττττ ･････(4.24) ここに，l, mは周縁の傾斜 

 

e) せん断応力が満たすべき条件 

図－0.4に微小要素に生じるせん断応力を示す． 

 (4.18)は，(4.14)2からσy = 0，(4.14)4からτyz=0，容積力は無く by=0から， 

0000 =++
∂

∂
+

x
yxτ

 → 0=
∂

∂
x
yxτ

 → 共役性から 0=
∂

∂
x
xyτ

･････(4.26) 

 

図－0.2  3次元弾性体中の微小要素に作用する応力 

x 
y 

z 
σx’  

τxy’  

τxz’  τyx’  

σy’  

τyz’  

τzx’  

τzy’
’

σz’  

dx 

dz 

dy 

σx 

τxy 

τxz 

τzx 
τzy 

σz 

τyx 
σy 

τyz 

bydV 
bxdV 

bzdV 

γyz=0 

図－0.1 純ねじりにおける 
 せん断ひずみと応力 

x 

y 

z 

τxy 
τxz 

γxy≠0 

γzx≠0 

τyz=0 

τzy= 0 

τzx 

τyx 

y 

z 

O 

図－0.4 断面内の 
微小要素のせん断応力 

y 

z 

dz 

dy 
τxy 

τxz 

y 

z 

O 
Ts 

s 

n 

A(s) 

B(s+ds
) 

τxy 

τxz 

図－0.3 周縁のせん断応力 

 

n 

τxy 

τxz 

dy 

dz 

ds 

C 

C 

A 

B 
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 (4.19)は，(4.14)3からσz=0，(4.14)4からτyz=0，容積力は無く bZ=0から， 

0000 =++
∂

∂+
x
zxτ

 → 0=
∂

∂
x
zxτ

 → 共役性から 0=
∂

∂
x
xzτ

･････(4.27) 

 

 (4.17)について，(4.14)1のσx=0，容積力が無い bX=0の条件を用いると， 

000 =+
∂

∂+
∂

∂
+

zy
zxyx τ

τ

 → 0=
∂

∂+
∂

∂
zy
zxyx τ

τ

 → 共役性から 0=
∂

∂+
∂

∂
zy
xzxy τ

τ

･････(4.28) 

 

f) 応力関数 fai 

下記の関係を満足する応力関数 faiを導入する． 

xy
ai

z

f
τ=

∂
∂

， xz
ai

y

f
τ=

∂
∂− ･････(5.1)1,2 

faiは y，zのみの関数であるから，式(4.26)，(4.27)は以下より満足される． 

式(4.26) → 0=
∂

∂
∂
∂=

∂
∂

z

f

xx
aixyτ

･････(5.2)1 

式(4.27) → 0=








∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

y

f

xx
aixzτ

･････(5.2)2 

式(4.28)については(5.1)1,2を代入して満足される． 

0
22

=
∂∂

∂−
∂∂

∂=
∂

∂
∂
∂−

∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

zy

f

zy

f

y

f

zz

f

yzy
aiaiaiaixzxy τ

τ

･････(5.2)3 

 

g) せん断応力の関係を満足する式 

式(4.14)5,6と(5.1)1,2をそれぞれ等置して， 

z

f
z

y

U
G ai

xy ∂
∂=








−

∂
∂= ϑτ ，

y

f
y

z

U
G ai

xz ∂
∂−=







 +
∂
∂= ϑτ ･････(5.3)1,2 

式(5.3)1を zで微分，式(5.3)2を yで微分し， U を消去すると， 

2

22

1
z

f

zy

U
G ai

∂
∂=









−

∂∂
∂ϑ ，

2

22

1
y

f

yz

U
G ai

∂
∂−=









+

∂∂
∂ϑ ･････(5.4)1,2 

ϑG
z

f

y

f aiai 2
2

2

2

2

−=
∂

∂+
∂

∂
･････(5.5) 

 

h) 境界条件を満足する式 

境界条件について式(4.24)に (5.1)1,2を代入して，全微分の関係から， 

ds

dy

y

f

ds

dz

z

f

ds

dy

y

f

ds

dz

z

f

ds

dy

ds

dz aiaiaiai
xzxy ∂

∂+
∂

∂=








∂
∂−−

∂
∂=−= ττ0 ･････(5.6) → 0=

∂
∂

s

fai
･････(5.7) 

 



7 

3)3)3)3)    図－図－図－図－0.4 0.4 0.4 0.4 に示す任意断面について，に示す任意断面について，に示す任意断面について，に示す任意断面について，応力関数応力関数応力関数応力関数 ffff
aiaiaiai
の性質の性質の性質の性質 

上記を満足する微分方程式として断面のあらゆる点で 

( ) ( ) ϑG
z

zyf

y

zyf aiai 2
,,

2

2

2

2

−=
∂

∂+
∂

∂
･････(5.5)，境界で， 0=

∂
∂

s

fai
･････(5.7) 

このような条件を満たす faiを見つけることができれば， 

ねじりに伴う発生応力を決定できる． 

xy
ai

z

f
τ=

∂
∂

， xz
ai

y

f
τ=

∂
∂

− ･････(5.1)1,2 

また，作用モーメントと faiの関係は， 

( )dydzzyfT ai

A

s ,2∫∫= ･････(5.10)3 

 

4444) ) ) ) ねじりねじりねじりねじり定数定数定数定数 JJJJ の誘導の誘導の誘導の誘導    

図－0.5に示す石鹸膜の微分方程式， 

( ) ( )
H

p

z

zyh

y

zyh −=
∂

∂+
∂

∂
2

2

2

2 ,,
･････(6.6) 

式(5.5)と(6.6)の Prandtlの相似性から， 

( ) ( )zyh
p

H
Gzyfai ,2, ϑ= ･････(6.10) (一般に h(y,z)には p/H の項が含まれる．) 

作用モーメントとせん断弾性係数 G，単位ねじり角 ϑ，,ねじり定数 Jの関係は， ϑGJTs = ･････(5.14) 

式(5.10)3を用いて変形すると，

( )
( )dydzzyh

p

H

G

dydzzyf

G

T
J

A

ai

As ,4

,2

∫∫
∫∫

===
ϑϑ

･････(5.15) 

式(6.10)より faiは Gϑの項を含み，かつ hには p/H の項が含まれるので Jは石鹸膜の体積積分値となる． 

 

4) 4) 4) 4) 薄肉閉断面のねじり薄肉閉断面のねじり薄肉閉断面のねじり薄肉閉断面のねじり    

図－0.6に示す断面のそりを周縁に沿って一周積分すると， 0=+−=+ ∫∫ ds
G

dsruu s
τ

γ

ϑϑ ･････(10.7) 

第１項は筒体側面の微小板の回転によるそり，第２項は同微小板のせん断変形によるそりの一周分 

第１項に面積分の関係式を代入， AdAdsrs 22 == ∫∫ ･････(10.9) 

第２項にせん断流一定と循環せん断流の関係式を代入， 

∫= dsqrT ss ･････(9.8)1 

Bredt-Bathoの式が得られる． ds
tGA

T
ds

tGA

T

A
ss 1

4

1

22

1
2 ∫∫ ==ϑ ･････(10.11)1 

式(5.14) → ϑGJTs = の関係から，

ds
t

A
J

1
4 2

∫
= ･････(10.11)2 

O
X 

図－0.6 任意薄肉筒体のねじり 

x 
dx 

s 
ds 

A B
CD

A0 
D0 

B1 

C1 

図－0.5 石鹸膜の変形 

dy dz 

O 

z 

y 

h 

 p 

 p 

A B 

B 

C 
A B 

C D 

z 
x 

y 

O 

O' 

図－0.4 任意断面棒の純ねじり 

Ts 

Ts 

A(y,z) 

x 



8 

5555) ) ) ) 代表断面の代表断面の代表断面の代表断面の純純純純ねじり公式ねじり公式ねじり公式ねじり公式    

    本資料で説明する代表断面に対するねじり応力関数 faiとねじり定数 Jを表－0.2 に示す． 

表－0.2 代表断面の純ねじり公式 

形状，掲載節 faiの形 ねじり応力関数 fai ねじり定数 J 

丸棒 

1.1,1.7 

 

 

 

 

( )




















−=
22

1
2

,

R

rR
G

rfai

ϑ

θ

 

 

4

2

1
RIJ P π==  

 

薄肉円筒体 

1.2,1.8 

 

 

 

 

 

( )




















−=
22

1
2

,

R

rR
G

rfai

ϑ

θ

 

irrR >>  

( )44

2

1
iP rRIJ −== π  

 

薄板 

1.12 

 

 

 

 

( )














−= 2

2

4

,

y
t

G

zyfai

ϑ
 

 

3

3

1
btJ =  

矩形薄板筒体 

1.11,1.18 

 

 

 

 

 

z
t

qh
yf

f
ai =







 ±
2

,  

z
t

q
z

b
f

w
ai =







± ,
2

 

bh

T
q s

2
=  

wfwf t

h

t

b

t

h

t

b
hb

J
+++

=
224

 

ds
t

A
J

1
4 2

∫
=  

矩形棒 

1.19 

 

 

 

 

 

表外の fai 表外の J 

矩形棒の faiと J    

( ) ( )




































−−−=
−∞

=∑ a

zn

a

yn

b
a

nn

a
yaGf

n

nai 2
cosh

2
cos

2
cosh

1
1

132
2

1

35,3,13

2
22 ππ

π
π

････

ϑ     

( )







 −= ∑
∞

= a

bn

nb

aab
J

n 2
tanh

1192
1

3

22
55,3,15

3
π

π

････

    

    

R 

R r i 

b 

t 

y 

z 

b 

h 

y 

z 
tf 

tw 

y 

z 

2a 

2b 
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2222.1.1.1.1    丸棒の丸棒の丸棒の丸棒の純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 半径 Rの等断面から成る丸棒の両端に大きさ Tsのねじりモーメントが作用した場合を考える．丸棒の

純ねじりにおいては，ある断面はその中心 O1 の回りに回転する．断面形状が O1 に軸対称であるから，

同一円周上にある各点は円周の方向に同じだけ変位する．しかし，丸棒の軸方向へは変位しない．すな

わち，元平面であった断面は，ねじれた後も平面を保持しそりを生じない． 

 変形前に，図－1.1 (a) のように軸 OO'に平行な丸棒表面上の線分と隣接断面で囲まれる長方形要素

abcdは変形後に平行四辺形 a'b'c'd'になる．ねじり変形によって生じる両端でのねじり角をφとすると幾

何学的相似より軸方向に微小距離 dxを隔てた間でのねじり角 dφは以下の関係で示される． 

φ

φd

l

dx =   →  

ldx

d φφ= ･････(1.1)1,2 

b'd'の a'c'に対する相対変位は，同図 (b)，(c)，(d) を参照して Rdφである．従って，半径 Rの円周上に

ある微小要素 a'b'c'd'のせん断ひずみγmax は変形が微小であることを前提に， 

 

r 

図－1.1 丸棒の純ねじり 

(c) 断面内の変形 

Ts 

r dr 

dθ 
dA 

τ 

τmax 

dφ 
a' 
a 

c' 
c 

γmaxdx 
=Rdφ 

γmax 

τmax 

dx 

a' 
b' 

c' d' 

(d) 外周面での変形 

τmax 
τmax 

τmax 

(b) O"断面での変形 

Ts 

dx 

R 

dφ 

γmax 
dxγmax= Rdφ 

O" 

Ts 

(a) 丸棒のねじり変形 

dx 

l 

R 
O' 

O 

A 

B 

C 

D 

b' 

Ts 

a 
a' b c 

c' d 
d' 

φ 
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maxmaxtan γ≒γ

φ･ =
dx

dR
･････(1.2) 

よって， 

maxγφ･ dxdR =         →→→→        

dx

d
R

φ

γ =max ･････(1.3)1,2    

外周でのせん断応力τmaxとせん断弾性係数 G の関係を用いて，    

dx

d
GRG

φ

γτ == maxmax ･････(1.4)    

棒内部の半径 r の円周上にある微小要素についても同様の関係があるので，    

dx

d
Gr

φ

τ= ･････(1.5)    

上式より丸棒の中心では r = 0 からτ= 0 となり，τは中心から距離に比例して大きくなる． 

τを円の断面全体で面積分を行うと作用ねじりモーメント T
s
につりあう．同図 (c) を参照して， 

drdr
dx

d
Gdrrd

dx

d
GrrdA

dx

d
GrrdAT

RR

AA
s θ

φ

θ

φφ

τ

ππ

3

0

2

0

2

0

2

0 ∫ ∫∫ ∫∫∫ ==== ･････(1.6) 

等断面の丸棒では G および dφ/dxは断面内で一定のため，    

[ ] 4

0

4
2
0

3

0

3

0

2

0 2

1

4
2 R

dx

d
G

r

dx

d
Gdrr

dx

d
Gdrdr

dx

d
GT

R
RR

s π

φ

π

φ

θ

φ

θ

φ
π

π

=











=== ∫∫ ∫ ･････(1.7) 

4

2

1
RI P π= ･････(1.8) 

とすると，    

Ps I
dx

d
GT

φ= または J
dx

d
GTs

φ= ･････(1.9)1.2 

一般に Ip あるいは J をねじり定数と呼ぶ． 

等断面の丸棒では dφ/dxは軸方向に一定で，これをねじり率 ϑとする．単位は mm -1である． 

ϑ==
ldx

d φφ

･････(1.10) 

式(1.9)1を変形して， 

P

s

GI

T

dx

d =φ

･････(1.11) 

 

式(1.4)に式(1.11)を代入して， 

P

s

P

s

I

RT

GI

T
GR

dx

d
GR === φ

τmax ･････(1.12) 

純ねじりを St.Venantのねじりという．
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2222.2.2.2.2    薄肉円筒体の薄肉円筒体の薄肉円筒体の薄肉円筒体の純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 図－2.1 に示すような半径 R，内半径 r i の中空円断面の筒体の純ねじりについて，ねじりモーメント

Tsは次式で与えられる．最外縁に生じるせん断応力をτmaxとすると式(1.6)を参考に， 

[ ] [ ] ( )44max4max2
0

3max
max

2

0 2

1

4

1
2 i

R

r

R

r

R

rA
s rR

R
drr

R
drr

R
drrdr

R

r
dArT

i
ii

−===== ∫∫∫∫ π

τ

π

τ

θ

τ

θ･τ･τ

π

π

･･･(2.1) 

( )44

2

1
iP rRI −= π ･････(2.2) 

とすると， 

Ps I
R

T maxτ

=   →  

P

s

I

RT
=maxτ ･････(2.3)1,2 

 もし管の板厚 t が半径に比して十分小さい薄肉管材では，外縁と内縁のせん断応力の大きさにほとん

ど差異が無く，せん断応力は板厚方向に一定値τm をもつと仮定してもよい．従って，ねじりモーメン

ト Tsは，平均半径 rmを用いて， 

mmms rtrT π･･τ 2= ･････(2.4) 

よって， 

22 m

s
m

rt

T

π･

τ = ･････(2.5) 

ところで

2
mm rA π= は管厚の中心線で囲まれる円の面積に他ならない，よって 

m

s
m tA

T

2
=τ ･････(2.6) 

また，,ねじり率 ϑ = dφ/dx は中実断面の場合と同様に管軸方向に一定で，式(1.10)から 

P

s

GI

T

dx

d == ϑφ

 → ϑPs GIT = ･････(2.7) 

式(2.2)を代入して 

( ) ( )( )222244

22

ii

s

i

s

rRrRG

T

rRG

T

dx

d

+−
=

−
==

ππ

φ ϑ ･････(2.8) 

mi trR =− ， mi rrR 2=+ ，

22222 2 mmmi rrrrR =++ ≒ ･････(2.9)1,2,3 

の関係を代入して， 

( )( ) Grt

T

rrtG

T

rrRrRG

T

m

s

mm

s

mii

s
322 222

2

2

2

･π･･ππ

≒ ==
+−

ϑ ･････(2.10) 

 

 

 

 

 

 

 

 
図 2.1 薄肉円筒体の純ねじり 

Ts 

r i 

τi 

τmax 

rm 

R 
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A 

B 

C 

D 

図－3.3断面内の回転変位 

dx 

A 

B 

C 

D 

A' 

B' 

図－3.4断面外へのそり変位 

dx 

A 

B 

A' 

B' γ 

γmax 

τmax 

τ=0 

τ=0 

rdφ 

γ=0 

図－3.6 dx区間の上面変形 
図－3.5 dx区間の回転変形 

O 

A 

B 

C 

D 

-w 

-w 

w 

w 

v v 

-v 
-v 

r dφ 

rdφ 

Ts 

dx 

A A' 

B' 
B 

C 

D D' 

図－3.2矩形断面棒のねじり 

x y 

z 

図－3.1片持はりの誇張した変形 

(c) せん断変形，一定せん断応力 

(a) 片持はり先端に荷重 P 

(b) 曲げ変形 

(d) せん断変形，非一定せん断応力 

τmax 

τ=0 

τ=0 

γ 

τ≒Const 

σ 

(e) (d) の右端の拡大 

軸線 

鉛直線 

上縁 

下縁 

断面応力 

I 断面 

長方形断面
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2222.3.3.3.3    矩形断面の角棒の矩形断面の角棒の矩形断面の角棒の矩形断面の角棒の純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 矩形断面を有する中実棒が純ねじりを受ける場合について説明する．ねじりの問題を説明する前にせ

ん断力によるはりの変形について検討する．図－3.1に片持ばりの変形の状況を誇張して示す．(a) に示

す先端に鉛直荷重が作用する場合の変形を(b) の曲げ変形と(c)，(d) のせん断変形に分解して考える． 

(c) は断面が例えば I 形状のウェブ場合で，(d) は長方形の場合であり，(e) は(d) の先端部の拡大である． 

 (b) に示されるとおり，曲げ変形ではいずれの断面形状であっても，変形後の断面は平面保持の仮定

に従うとして軸線に対して直角を保つ．この結果，断面は鉛直線に対して出入りを有する． 

 次にせん断変形であるが，(c) の場合，別資料、曲げ変形とせん断変形に紹介するせん断流理論の知

見から I 断面のウェブ部に生じるせん断応力の分布は一定に近いものと解釈される．この場合，せん断

変形は元々はりの側面図で長方形であったものが大局的には平行四辺形になる変形となる．先端に着目

すると，断面は平面を保持し，しかも鉛直線に平行となる．また，軸線とは交角を有し，この角度はせ

ん断ひずみγとなる． 

 (d) に示す断面が長方形の場合，せん断応力の分布は放物線となり上下縁ではゼロ，高さの中間で最

大τmaxとなる．せん断変形は作用するせん断応力に比例するので，これに応じて断面は高さ方向に曲面

となる．上下縁ではτはゼロのためせん断ひずみは生じず，断面は上縁あるいは下縁の線に直交する．

一方，中間位置ではγmaxとなり，断面は鉛直線と平行となる．これらの結果，(d) の場合，先端の断面

は平面を保持せず，鉛直線に対して出入りを有する．この出入りをせん断変形に伴うそりと呼ぶ． 

 ちなみに，この現象は薄肉開断面の部材にねじりを加えた時に生じるそりねじりに伴う出入りとは異

なる．一般にこの出入りをそりとして呼称するが，前述がせん断変形に伴う出入りであるのに対して，

後述は曲げ変形に伴うもので，(b) の変形に類似のものである． 

 さて，矩形断面を有する棒がねじりモーメント Tsを受ける時，図－3.2に示す微小距離 dxを隔てて隣

接する 2断面 ABCD，と A'B'C'D'は相対ねじり角 dφを生じる．すると，図－3.5に示すように軸線 O か

ら距離 r を隔てる側辺 AB は A'B'に対して側辺の方向に rdφなる相対変位を生じる．円柱の場合のよう

に断面が変形後も平面保持するものと仮定すれば，辺 AB に沿って一様にせん断応力τを生じることに

なる．しかし，矩形断面においては図－3.2に示すようにせん断応力の分布は辺 AB に沿って一定ではな

く，特に隅角部 A および B では辺 AB 方向のせん断応力は，生じない．すなわち，はりのせん断変形の

図－3.1(e) に示したように，せん断応力が非一様に分布する場合は断面に出入りが生じたことと同様の

現象が矩形棒の純ねじりの場合に生じてくる． 

 矩形棒のねじり変形を分解して示すと，図－3.3と 3.4となる．図－3.3には断面内の回転変位を，ま

た，図－3.4 には面外へのそり変位を示す．図－3.6 は，ねじられた矩形棒の dx 区間を上方から見た平

面図 ABB'A'であるが，隅角点 A と B ではせん断応力ゼロからせん断ひずみは生じず，断面の辺 AB に

対して，稜線 AA'あるいは，BB'は直交する．一方，AB の中間点では最大のせん断ひずみを生じ，結果

として断面に出入りが生じる．下面の辺 CD では AB の逆方向の出入りが生じる．この状況を３次元に

示したのが先述の図－3.4 である．以上から矩形棒のねじりにおいて断面の変形は円柱の場合のように

断面内だけで生じるのではなく，軸方向あるいは断面外にも生じることが理解される．一般に，ねじり

に伴って断面の各点が，軸方向に変位を生じ，もはや元の平面を保持しない場合，この軸方向変位を断

面のそりという．円断面以外の任意断面の中実棒がねじりを受けた場合には，このようなそりが生じる． 

 矩形断面の棒の純ねじりにおける応力の分布は 2.19 節に詳説する． 
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2222.4.4.4.4    任意断面の棒の任意断面の棒の任意断面の棒の任意断面の棒の純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 図－4.1に示す任意形状の断面を有する中実体の純ねじりについて説明する．図－4.2はある断面内の

点 A(y, z)が O の回りに微小回転 dφを生じて A'に移動した時の y軸,z軸方向の変位 v,wを示す．このと

き A'(y+v,z+w)となる．変形前に A 点は O から r の距離にあり，AO は y軸とθの角度を有しているとす

図－4.3 部材軸方向の変位 

(a) 軸力を受ける棒部材 

l 

σxdA 
∆x 

x 

∆l 
D C

ε=⊿u/⊿x 

(b) 微小要素の変形 

u 

u+∆u ∆x 

D C

D’ C’

図－4.4微小要素のせん断変形 
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γxy 

dA = dxdz 

τyxdA 

⊿dx  

τxydA' 

dA' = dydz 
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O' 

図－4.1 任意断面の棒の純ねじり 
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Ts 

A(y,z) 

x 

図－4.2微小回転に伴う変位 
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w ≒ r･dφ･cosθ=  y･dφ 
v ≒ -r･dφ･sinθ= -z･dφ 
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る．また，微小回転であるため A 点の円弧上の移動距離 rdφが斜距離 AA'に近似的に等しいと考える. 

φ･θφ･･≒ dzdrv −=− sin ･････(4.1) 

φ･θφ･･≒ dydrw =cos ･････(4.2) 

 図－4.1に示すように，ねじりの中心 Oを通り一端の断面内に直交座標 y，zをとり，棒の軸に沿って

x 軸をとる．純ねじりにおいては，ねじり変形が生じた後も軸方向に出入りは生じるがその変位につい

て軸方向に変化はない．すなわち 1.3 節で述べたと同様に，棒中の断面はそり変形を生ずるがその変形

は棒中のいかなる断面でも同じとなる．従って，ねじり率 ϑ = dφ/dx は xに無関係に一定と考えられる．

x点の回転角は微小で ϑxとすると，原点 Oを通る断面に対して座標 xにある断面上の任意の点 A(y,z)の

y軸および z軸方向の相対変位，vおよび wは式(4.1)，(4.2)に dφ= ϑxを代入して次式となる．. 

xzv ϑ−= ･････(4.3) 

xyw ϑ= ･････(4.4) 

 これに加えて任意形状の断面においては，x 軸方向にそり u(y,z)を生じる．u はその点の位置(y,z)の関

数として変化し，断面は変形後に平面を保持しない．矩形棒と同様に uはねじり率に比例すると考えら

れるので，uはそり関数 U(y,z)を用いて次式のように表示できる. 

( )zyUu ,ϑ= ･････(4.5) 

線形座屈理論概説，講習会資料の 2 章を参照して，3 次元直交座標系に関するひずみと変位の関係式を

示すと, 

x

u
x ∂

∂=ε , 
y

v
y ∂

∂=ε , 
z

w
z ∂

∂=ε , ･････(4.6)1,2,3 

y

w

z

v
yz ∂

∂+
∂
∂=γ , 

z

u

x

w
zx ∂

∂+
∂
∂=γ , 

x

v

y

u
xy ∂

∂+
∂
∂=γ ･････(4.6)4,5,6 

これらに，式(4.3),(4.4),(4.5)の u,v,w を代入すると，ϑは x方向に一定，U は y，zのみの関数であるので， 

( ) 0, =
∂
∂= zyU
xx ϑε ･････(4.7) 

( ) 0=−
∂
∂= xz
yy ϑε ･････(4.8) 

0=
∂
∂= xy
zz ϑε ･････(4.9) 

( ) ( ) 0=+−=
∂
∂+−

∂
∂= xxxy

y
xz

zyz ϑϑϑϑγ ･････(4.10) 

( ) ( ) 







−

∂
∂=−

∂
∂+

∂
∂== z

y

U
xz

x
zyU

yxyyx ϑϑϑ ,γγ ･････(4.11) 

( ) ( ) 






 +
∂
∂=

∂
∂+

∂
∂== y

z

U
zyU

z
xy

xxzzx ϑϑϑ ,γγ ･････(4.12) 

線形座屈理論概説，講習会資料の 2章を参照して，３次元弾性体の応力とひずみの関係式は, 

( )( ) ( ){ }zyxx
E νενεεν

νν
σ ++−

−−
= 1

121
･････(4.13)1 

( )( ) ( ){ }zyxy
E νεεννε

νν
σ +−+

−−
= 1

121
･････(4.13)2 
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( )( ) ( ){ }zyxz
E εννενε

νν
σ −++

−−
= 1

121
･････(4.13)3 

xyxy Gγτ = , yzyz Gγτ = , zxzx Gγτ = ･････(4.13)4,5,6 

ここに，E: 弾性係数，G: せん断弾性係数，ν: ポアソン比である．図－4.3，4.4 に軸方向変形とせん

断変形におけるひずみと応力の関係を示す．せん断ひずみとせん断応力の関係を付録－2.A に説明する. 

これらに既に求めたひずみの成分式(4.7)～(4.9)を代入して, 

( )( ) ( ){ } 00001
121

=++−
−−

= ･･･ ννν
νν

σ E
x ･････(4.14)1 

( )( ) ( ){ } 00010
121

=+−+
−−

= ･･･ ννν
νν

σ E
y ･････(4.14)2 

( )( ) ( ){ } 00100
121

=−++
−−

= ･･･ ννν
νν

σ E
z ･････(4.14)3 

別資料で説明する共役せん断応力の関係に留意しつつ,, 

式(4.10)より， 00 ==== ･･γ GG yzzyyz ττ ･････(4.14)4 

式(4.11)より， 







−

∂
∂=== z

y

U
GG xyxyyx ϑγττ ･････(4.14)5 

式(4.12)より， 






 +
∂
∂=== y

z

U
GG zxxzzx ϑγττ ･････(4.14)6 

 これらより垂直応力は全く存在しないことが分かる．式(4.7)のεx= 0より x軸方向に平行な縦繊維は

伸縮を生じない．さらに， 式(4.8) ，(4.9)のεy=εz= 0 より断面形状は変形しないことがわかる．純ね

じりにおけるせん断ひずみと応力の関係を図－4.5に示す． 

 図－4..6に示すdx ×dy ×dzの大きさの微小6面体要素に生じる応力と体積力bx, by bzのつりあいは，

例えば x軸方向については，下記の近似を元に， 

dx
x

x
xx ∂

∂+= σ

σσ ' ， dy
y
yx

yxyx ∂
∂

+=
τ

ττ ' ， dz
z
zx

zxzx ∂
∂+= τ

ττ ' ･････(4.15)1,2,3 

つりあいを考えると， 

0=+






 −
∂

∂++









−

∂
∂

++






 −
∂

∂+ dxdydzbdxdydz
z

dzdxdy
y

dydzdx
x xzx

zx
zxyx

yx
yxx

x
x τ

τ

ττ

τ

τσ

σ

σ ･････(4.16) 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
x

zxyxx b
zyx

τ
τ

σ

･････(4.17) 

同様に, 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
y

yzyxy
b

zxy

ττσ

･････(4.18) 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
z

yzzxz b
yxz

τ
τσ

･････(4.19) 

そり関数 U に関して，第 1式(4.17)に(4.14)1,5,6の応力とひずみ 

の関係を代入する．ねじり外力作用時に体積力は無く bx= 0 

000 =+






 +
∂
∂

∂
∂+








−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

y
z

U
G

z
z

y

U
G

yx
ϑϑ ･････(4.20) 

図－4.6  3次元弾性体中の微小要素に作用する応力 
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0000
2

2

2

2

=+








+

∂
∂+









−

∂
∂

z

U
G

y

U
G ϑϑ  

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

z

U

y

U
･････(4.21) 

そり関数 U(y,z)は棒中のいかなる点においても，上記微分方程式を満足しなければならない． 

 次に，任意の断面の周縁におけるせん断応力の y 軸および z軸方向のせん断応力τxy (=τyx)，τxz (=

τzx)の適合条件を考える．これらが図－4.7のように生じるものとする．図－4.8に示す，周縁上には表

面力が作用していないので，これらの応力の合力は周縁において接線方向に向かねばならない．作用点

における周縁の法線 nの方向余弦を(l, m)とすれば，周縁に垂直方向のせん断応力τxnは以下となるが表

面力がないのでこれが 0となる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0=+= ml xzxyxn τττ ･････(4.22) 

 周縁に沿って曲線座標 sを設ける．周縁上の点 A からねじりモーメントの方向に B へ進んだ時，曲線

座標が sから s+dsに変化したとする．また点 A の直交座標を(y, z)とすれば，点 B のそれは(y+dy, z+dz)

である．A，B よりそれぞれ y軸，z軸に平行線を引き交点を C とすると 

BC = dz，AC =－dy，AB = ds 

である．よって， 

ds

dz
l ==

AB

BC
，

ds

dy
m −==

AB

AC
･････(4.23)1,2 

これらを式(4.22)に代入すると， 

0=−=+=
ds

dy

ds

dz
ml xzxyxzxyxn τττττ ･････(4.24) 

式(4.14)5,6の関係を代入して， 

0=






 +
∂
∂−








−

∂
∂

ds

dy
y

z

U
G

ds

dz
z

y

U
G ϑϑ  

0=






 +
∂
∂−








−

∂
∂

ds

dy
y

z

U

ds

dz
z

y

U
･････(4.25) 

 そり関数 U は周縁上のあらゆる点で条件式(4.25)を満足し，しかも棒体内のあらゆる点で微分方程式

(4.21)を満足しなければならない．U は y，zのみの関数であるから２次元問題として，領域内で式(4.21)

のラプラス方程式を満足し，式(4.25)で表せられる境界条件をその周縁で満足する解に他ならない． 
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O 

図－4.7 断面内の微小要素のせん断応力 
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図－4.8 周縁のせん断応力 
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応力のつり合い式の第２式(4.18)は，(4.14)2からσy = 0，(4.14)4からτyz=0，体積力は無く，by=0として， 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
y

yzyxy
b

zxy

ττσ

 → 0000 =++
∂

∂
+

x
yxτ

 → 0=
∂

∂
x
yxτ

  

せん断応力の共役性から 0=
∂

∂
x
xyτ

･････(4.26) 

応力のつり合い式の第３式(4.19)は，(4.14)3からσz=0，(4.14)4からτyz=0，体積力は無く，bz=0として， 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
z

yzzxz b
yxz

τ
τσ

 → 0000 =++
∂

∂
+

x
zxτ

 → 0=
∂

∂
x
zxτ

 

せん断応力の共役性から 0=
∂

∂
x
xzτ

･････(4.27) 

応力のつり合い式の第１式(4.17)について，(4.14)1からσx=0，体積力が無く，bx=0として， 

 

0=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
x

zxyxx b
zyx

τ
τ

σ

 → 000 =+
∂

∂
+

∂
∂

+
zy
zxyx τ

τ

 → 0=
∂

∂
+

∂
∂

zy
zxyx τ

τ

 

せん断応力の共役性から 0=
∂

∂
+

∂
∂

zy
xzxy τ

τ

･････(4.28) 

という断面上のせん断応力に関する関係式が得られる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2222.5.5.5.5    ねじり問題の応力関数ねじり問題の応力関数ねじり問題の応力関数ねじり問題の応力関数    

 式(4.14)5,6におけるそり関数 U は y，z のみの関数であり，断面上のせん断応力τxyとτxzは x に無関

係である．すなわち棒中の軸方向の任意断面で常に同じである．ここで図－5.1 に示す応力関数 fai(y,z)

を導入する．faiと断面上のせん断応力τxyとτxzに以下の関係があるものとする．  

図－5.1 応力関数 fai(y,z)の曲面 
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図－5.2 断面内の積分範囲 
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xy
ai

z

f
τ=

∂
∂

， xz
ai

y

f
τ=

∂
∂

− ･････(5.1)1,2 

faiは y，zのみの関数であるから，式(4.26)，(4.27)で表される xに関する偏導関数は以下より満足される． 

式(4.26) → 0=
∂

∂
∂
∂=

∂
∂

z

f

xx
aixyτ

･････(5.2)1 

式(4.27) → 0=








∂
∂

−
∂
∂=

∂
∂

y

f

xx
aixzτ

･････(5.2)2 

また，式(4.28)については式(5.1)1,2を代入して満足されることが確認される． 

式(4.28) → 0
22

=
∂∂

∂
−

∂∂
∂

=
∂

∂
∂
∂−

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

+
∂

∂
zy

f

zy

f

y

f

zz

f

yzy
aiaiaiaixzxy τ

τ

･････(5.2)3 

式(4.14)5と (5.1)1また，式(4.14)6と (5.1)2をそれぞれ等置して，  

z

f
z

y

U
G ai

xy ∂
∂

=







−

∂
∂= ϑτ ，

y

f
y

z

U
G ai

xz ∂
∂

−=






 +
∂
∂= ϑτ ･････(5.3)1,2 

式(5.3)1を zで微分，式(5.3)2を yで微分し，これらを用いて U を消去する． 

2

22

1
z

f

zy

U
G ai

∂
∂

=









−

∂∂
∂ϑ ，

2

22

1
y

f

yz

U
G ai

∂
∂

−=









+

∂∂
∂ϑ ･････(5.4)1,2 

式(5.4)1と (5.4)2を辺々差し引くと， 

( )














∂
∂

−−
∂

∂
=−=−−

2

2

2

2

2
y

f

z

f
GGG aiaiϑϑϑ  → ϑG

z

f

y

f aiai 2
2

2

2

2

−=
∂

∂
+

∂
∂

･････(5.5) 

一方，境界条件について式(4.24)に (5.1)1,2を代入して， 

ds

dy

y

f

ds

dz

z

f

ds

dy

y

f

ds

dz

z

f

ds

dy

ds

dz aiaiaiai
xzxy ∂

∂
+

∂
∂

=








∂
∂

−−
∂

∂
=−= ττ0 ･････(5.6) 

faiが y，zのみの関数であることを考慮すると全微分公式から， 

0=
∂

∂
s

fai
･････(5.7) 

このことは faiが周縁に沿って一定値をとることを表している． 

ここに，fai はねじりの問題における応力関数といわれる．この式は式(5.5)で表されるポアソン方程式を

満足し，周縁で一定値をとる関数として faiが求められる．ここで一定値 cとして 0を選んでも応力の解

に対して一般性を失わない．このことは次のように解釈される． 

 fai の導入過程より断面上のせん断応力は fai を偏微分することによって式(5.1)1,2のように求められる．

図－5.1に faiの曲面形状を模式的に示す．(a) は一定値 c = 0とした場合，(b) は c = cとした場合である．

ここで興味の対象としているのはせん断応力であり，これは fai の微分であるが(a) の fai(y,z)と(b) の

fai(y,z) + cをそれぞれ微分した結果は同じであり，cの有無には依存しない．  

 ところでねじりモーメントTsは図－4.7に示すようにせん断応力に微小面積をかけ腕に当たる y,zの値

を乗じたものを断面内で積分したものにつりあうから, 

( ) ( )dydzyzydydzzdydzT xzxy

A

xzxy

A

s ττ･τ･τ +−=+−= ∫∫∫∫ ･････(5.8) 

ここに，∫∫は全断面にわたって積分することを示す．式(5.1)1,2を代入して， 
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∂
−=+−= ∫∫∫∫∫∫ ττ ･････(5.9) 

図－5.2を参照しつつ，部分積分を行うと， 
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･････(5.10)2 

ここで周縁上で fai= 0を選んでいるので 6項からなる上式中の１，２，４，５項に含まれる fai (y,z2(y))，

fai (y,z1(y))，fai (y2(z) ,z)，fai (y1(z) ,z)はいずれも 0である．従ってこれらの項は下記のとおり定積分を実施

することで消滅する．結果的にねじりモーメント Tsは応力関数 faiを用いて以下のように表せられる． 
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ここで，式(5.8)と(5.10)3 を比較すると式(5.9)の第１，第２項がいずれも ( )dydzzyfai

A

,∫∫ として計算され

ることから直交２方向のそれぞれのせん断応力に伴うモーメントが外力ねじりモーメント Ts の半分ず

つを分担している． 

 ここで，応力関数 faiの解は以下のように関数 F を含む形で与えられるものと考える． 

( ) ( )zyFGzyfai ,, ･ϑ= ･････(5.11) 

ここで左辺 faiはねじりモーメント Tsに比例するのに対して，右辺では G は定数，ϑは Tsに比例するの

で，結局 F は fai の Tsに比例する因子と定数項を除いた関数と考えられる．これを方程式(5.5)に代入す

ると，未知関数 F が次のポアソン方程式を満足しなければならないことが分かる． 
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faiを周縁上で 0に選んでいるため，式(5.11)から F も周縁上で 0である． 

式(5.11)を(5.10)に代入すれば，ねじり率 ϑ = dφ/dx は 

( ) ( )dydzzyFGdydzzyfT
A

ai

A

s ,2,2 ･ϑ∫∫∫∫ ==  

( )dydzzyFG

T

A

s

,2 ∫∫
=ϑ ･････(5.13) 

任意断面のねじりモーメント Tsとせん断弾性係数 G，ねじり率 ϑ，ねじり定数 Jの関係は以下より， 

ϑGJTs = ･････(5.14) 

( )

ϑϑ G

dydzzyf

G

T
J

ai

As

,2∫∫
== ･････(5.15) 

また，せん断応力は式(5.1)1,2 に(5.11)，(5.13)を代入し，さらに式(5.13)は分母の重積分を完了させると，

もはや y，zの関数ではなく数値となり，偏微分記号の外に出せるので， 
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τ ･････(5.17) 

 式(5.12)で表せられるポアソン方程式の解 F(y,z)が求まれば，与えられたねじりモーメント Tsによって

生じるねじり率 ϑ = dφ/dxが式(5.13)より，またせん断応力τxy，τxzが式(5.16)，(5.17)より算出できる． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－6.1 石鹸膜の変形 
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2222.6.6.6.6    石鹸膜相似石鹸膜相似石鹸膜相似石鹸膜相似    

 図－6.1 に示す箱の蓋に任意形状の開口部を設け，そこに石鹸膜を張って，底部の管から圧力 p の空

気圧を加える．この空気圧により石鹸膜が微小な膨らみ hを生じるようにする．変形前の平らな膜面内

に直交座標軸 y，zをとる．これより hは y，zの関数 h(y,z) となる．変形後，y軸，z軸に平行な微小長

さ dy×dzを有する微小矩形膜要素に作用する膜張力 Ptと空気圧 pの関係を図－6.2に示す．均一な圧力

により膨らんだ石鹸膜の微小要素に作用する膜張力 Pt は全方向について均一で，その要素の中の dy×

dzの部分を考えると，単位幅あたり水平張力 H は一定である．そこで y軸方向縁(辺 AB と CD)および Z

軸方向縁(辺 BC と DA)に発生する鉛直力 Qyおよび Qzと内圧 pの鉛直方向のつり合いを考えると， 
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0=−
∂

∂+
∂

∂
pdzdydzdy

z

Q
dydz

y

Q
zy  

0=−
∂

∂+
∂

∂
p

z

Q

y

Q zy
･････(6.2) 

ここで，内圧 pの作用方向は膜面に対して法線方向であるが，膜面の水平面に対する傾斜は微小である

ので法線方向の力は鉛直方向の力と等しいと考えられる． 

 

任意点の y方向の膜の傾斜は，

y

h

∂
∂

･････(6.3) 

力のベクトルを考えるとQyとHの比がこの傾斜に等しくなり，B点でのHの方向が負方向であるので， 

y

h

H

Qy

∂
∂−= ･････(6.4)1 

図－6. 2 微小石鹸膜要素に作用する力 
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従って，

y

h
HQy ∂

∂−= ･････(6.4)2 

同様に Z方向については，

z

h
HQz ∂

∂−= ･････(6.5) 

式(6.4)2,(6.5)を式(6.2)に代入すると， 
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･････(6.6) 

 膜の膨らみ h(y,z)は式(6.6)のポアソン方程式を領域内で満足し，境界で h= 0を満足する関数である．

式(6.6)およびその境界条件は，式(5.5)で表せられる応力関数 fai に関する微分方程式および境界条件と相

似である．両方程式の比較から明らかなように，石鹸膜の膨らみ hと応力関数 fai の間には以下の関係が

ある．ラプラスの演算子△を用いて式(5.5)，(6.6)を表記しなおすと， 
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式(6.6)  → 
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p
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これらより 

1
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1 −==
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H
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G
fai △△

ϑ
 → 

p

H
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G
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ϑ2

1
･････(6.9) 

よって， 

( ) ( )zyh
p

H
Gzyfai ,2, ϑ= ･････(6.10) 

上式を式(5.1)1,2に代入すれば，  
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xy ∂

∂=
∂

∂
= ϑ2τ ･････(6.11) 
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∂
−= ϑ2τ ･････(6.12) 

式(6.11),(6.12)はねじりに伴うせん断応力は，膜面の傾斜で与えられることを示している． 

また，式(6.10)を(5.10)3に代入すれば， 

( ) ( ) ( )dydzzyh
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H
GdydzzyfT

AA

ai

A

s ,4,22,2 ∫∫∫∫∫∫ === ϑϑ ･････(6.13) 

最右辺の重積分値は石鹸膜の膨らみの全体積 V に等しい．式(6.13)に V を代入すると，ねじりモーメン

ト Tsが与えられたとき，ねじり率 ϑ = dφ/dxは次式で与えられる． 

V
p

H
GTs ϑ4=  

sT
GVH

p

4
=ϑ ･････(6.14) 

以上のような取扱いを Prandtlの石鹸膜相似と呼ぶ． 
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2222.7.7.7.7    丸棒の例丸棒の例丸棒の例丸棒の例 

 任意形状の等断面棒のねじり問題では，周縁で 0 となり，偏微分方程式(5.5)を満足する応力関数 fai

の解を求めることに帰着する．ところで円断面の場合には，方程式を２次元直交座標系から極座標系に

変換する方が都合がよい．この場合，付録－2.Bに従い基礎方程式は，式(5.5)を極座標表示して， 
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２次元の微分公式と式(B.1)1~3，(B.2)1~3を用いて， 
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これらに式(5.1)1,2を代入する．(5.1)1,2を再記すると， 

式(5.1)1,2 → xy
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式(7.2)  → 
θ
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式(7.3)  → xrxyxz
aif

r
ττθτ
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･････(7.6) 

ここに，τxθ: 丸棒断面内の極座標系の円周方向に生じるせん断応力，τxr: 半径方向のせん断応力 

これらのせん断応力の大きさ関係を図－7.1に示す． 

 丸棒のねじりにおいては式(1.5)で示したように,せん断応力τは円周方向にのみ生じ，その値は r のみ

の関数である．このことは極座標表示ではτxr = 0，τxθ=τであることを意味している．τxθ=τを式(7.6)

に用いてθで偏微分すると下記となる． 
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これを式(7.1)に代入すると， 
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式(6.10)を極座標表示にすると， 

式(6.10) → ( ) ( )zyh
p

H
Gzyfai ,2, ϑ=  
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H
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これを式(7.8)に代入すると，  
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従って，石鹸膜相似では上式の両辺に p/(2HGϑ)を乗じて， 

θ 

図－7.1せん断応力の極座標表示 
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･････(7.11) 

上記 r に関する微分方程式を r = Rにおいて h = 0なる境界条件のもとに解くと下記となる． 
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式(7.12)を微分して式(7.11)の微分方程式を満足することを確認する． 
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以上を式(7.11)左辺に代すると， 
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 即ち式(7.12)は式(7.11)の解であることが確認できる． 

また，境界条件については r = Rとして下記から周縁で 0が確認される． 
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また，式(7.12)より，石鹸膜の断面形状は放物線であることが分かる. 

式(7.12)を式(7.9)に用いて, 
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式(7.5)よりせん断応力は, 
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上記は式(1.5)と一致する．また，石鹸膜の膨らみの全体積 V は図－7.2を参照して， 

[ ] rdr
R

r

H

pR
rdrhdrrhdrrdhV

RRRR
π･π･θ･θ･

π

π

21
4

2
22

00

2
0

0

2

00 


















−==== ∫∫∫∫∫  

H

pRR

H

pR

R

rr

H

pR
dr

R

r
r

H

pR
R

R

8424222

422

0
2

422

2

3

0

2
ππππ ==












−=













−= ∫ ･････(7.18) 

式(6.13)の二重積分の結果が上記 Vに相当するので，ねじりモーメント Tsは， 
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上記は式(1.7)に一致する． 

図－7.2 極座標表示の体積積分 

O 

r 

dr 

h 
dθ 
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2222.8.8.8.8    薄肉円筒体の例薄肉円筒体の例薄肉円筒体の例薄肉円筒体の例 

 薄肉円筒体に対しても石鹸膜相似が利用できる．半径 r i の内周縁において，周縁に垂直，すなわち，

半径方向のせん断応力τxr は存在しない．これは式(7.6)から内縁において∂fai /∂θ = 0となることを意

味する．式(7.9)の両辺を微分すると以下となる． 

( ) ( )
0

,
2

,
=

∂
∂=

∂
∂

θ

θ

θ

θ rh

p

H
G

rfai ϑ  

このことは，石鹸膜が内縁に沿って，∂h /∂θ = 0 

すなわち，膜の高さ hが内縁に沿って一定値をとらねばならないことを意味している．  

 そこで図－8.1(a) に示すように円筒の中空部に対応して，それと同じ半径 r i を有する平たい円板を外

半径 R の円孔の中に同心円になるように置き，隙間に石鹸膜を張り，膨らますことによって，Prandtl

の相似が成り立つことがわかる．その状態の断面図を図－8.1(b) に，端部の拡大図を(c) に示す．平板

は高さ h0の一定値をとる．また，内縁を一周してどの地点においても∂h /∂θ = 0 となることより円

板は水平となる．2.7 節の丸棒に対する石鹸膜の状態を同図(d) に示す．同図(b) において膜の膨らみは，

A 

図－8.1 薄肉円筒体の石鹸膜相似 

B C D 
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平板 
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(a) 平面図 

(b)側面図 

(c)拡大図 

(d)丸棒の場合の側面図 
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図－9.1 任意薄肉筒体のねじり 

(b)薄肉壁の微小要素 

(c)断面のせん断応力 
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溝の幅，すなわち薄肉断面の肉厚 t が小さいほど曲面の膨らみの少ない平面に近い傾斜面に近づく．同

図(c) から分かるように，膜面の半径方向勾配が円周方向のせん断応力τxθに比例する．τxθが半径 r

に比例して変化することが 2.2 節で示されている．このことから膜面は同図(c) のように，半径方向に

はほとんど平らな放物線状に，円周方向には同じ r では同一の高さとなるように膨らむことが分かる． 

 膜面の高さ hは，式(7.12)で表され，従って応力関数 fai，せん断応力τxθも 2.7 節に示したのと同じ式

で与えられる．また，石鹸膜の膨らみの全体積 Vは図－8.1 (a) から分かるように以下となる． 

半径 r i における hは式(7.12)の r = r i として， 
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従って，溝の部分と高さ hが一定である半径 r i の内側の部分の体積を個別に求め合計することにより， 

2
222

0
1

4 i
i

R

r
r

R

r

H

pR
drrdhV

i

πθ･

π




















−+= ∫∫ ･････(8.2) 

 2
2222

1
4

1
4

2 i
i

R

r
r

R

r

H

pR
rdr

R

r

H

pR

i

π･π




















−+



















−= ∫  

2
22

2

422

1
4422 i

i

R

r

r
R

r

H

pR

R

rr

H

pR

i

π

π




















−+











−=  

2
2

22

2

42222

1
442422 i

iii r
R

r

H

pR

R

rrRR

H

pR
π

π













−+













+−−=  


























−+














+−=

44848

4224224
iiii rrRrrRR

H

p
π  

( )44

8 irR
H

p −=π ･････(8.3) 

ねじりモーメント Tsは式(7.19)と同様に， 
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上式は式(2.7)の結果と一致する． 

 

2222.9.9.9.9    任意形状の薄肉筒体の任意形状の薄肉筒体の任意形状の薄肉筒体の任意形状の薄肉筒体の純純純純ねじりねじりねじりねじり 

 図－9.1(a)に示すような任意の断面形状を有する薄肉の中空筒体の純ねじりについて説明する．なお，

2.18 節に任意形状に対してより単純な例として矩形薄肉筒体の説明をする．変形前の断面の形状は xに

無関係にどの位置においても同断面とする．筒体の内部には適当な間隔に，筒体の内側に密着するリブ，

対傾構あるいはダイアフラム等の補強材が設けられていて，ねじりが作用しても任意断面における断面

形状の変化は無いものとする．また，これらの補強材は断面の軸方向の変形には抵抗しないものとする． 

 このような筒体の両端に大きさが相等しく方向が逆のねじりモーメント Tsが作用した場合には，2.4
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節の任意断面の棒のねじりに関する式(4.5)からも推察されるように，ある断面の任意点の軸方向変位，

そり uは断面の x座標には無関係で他の断面でも同じであり，断面内の座標(y,z)のみの関数である． 

 そり u が x に無関係に一定であることは以下の微分式に当てはめると，軸方向の直ひずみεxが存在

しないということになる． 

xx

u
ε==

∂
∂

0 ･････(9.1) 

また，変形後の断面形状が変化しないことから，断面内の直ひずみも存在しない． 

0== zy εε ･････(9.2)1,2 

これらのことから式(4.13)1により断面の垂直応力σxが存在しないことになる． 

式(4.13)1 → ( )( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ } 00001
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σ EE
zyxx ･････(9.3) 

この結果，断面にはせん断応力τxs，τxnのみが生じる．図－9.1(c) 拡大図を参照して，薄肉壁の周縁方

向に s 座標，それの法線方向に n 座標をとり，τxsは薄肉壁の周縁に沿う方向のせん断応力，τxnは薄

肉壁の周縁法線方向のせん断応力である．この薄肉壁については平板の平面応力状態と同じように，薄

肉壁の法線方向あるいは板厚方向の応力τxn は極めて小さく，せん断応力は，板あるいは薄肉壁の方向

の応力τxs のみが卓越して生じる．そしてこの応力は板厚の中心線に平行に，ねじりモーメントと同じ

向きに作用する．結果的にねじりを受けた薄肉筒体を任意の断面で切り出せば，せん断応力が図－9.1(c)

のように作用することになる． 

 図－9.1(b) に示すように薄肉壁の微小要素 ABCD を取り出し，発生するせん断応力を検討する．取り

出した微小要素の状況を図－9.2に示す．微小距離 dsを隔てる 2 つの縦方向断面を AB，および DC と

し，また，微小距離 dxを隔てる 2つの断面を AD，および BC とする．厚さは dsの間で tB から tCに変

化するものとする．変形前の断面の形状は x に無関係にどの断面においても同断面としたことから dx

方向に厚さは変化しない． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 既述のとおり x方向の直応力σxは存在せず，微小要素の x方向の力のつり合いは以下となる． 

0=− dxtdxt BABsxCDCsx ･･τ･･τ  → CDCsxBsxAB tt ･τ･τ = ･････(9.4) 

 ここに，τABsxとτDCsxはそれぞれ AB と DC に沿って発生するせん断応力である．等断面の純ねじり

の問題ではねじり率 ϑ = dφ/dxが x方向に一定であるため，薄肉面内のせん断ひずみが一定となり，そ

の結果これら応力τABsxとτDCsxは x方向に変化しない． 

次に BC に沿う断面上のせん断応力を考える．B および C の近傍における s方向のせん断応力をそれぞ

れτBxs，τCxsとすると別資料で説明する共役せん断応力の関係により以下が成立する． 

ds dx 

tB 

tC 

τBxs 

τABsx 

τDCsx 
τCxs 
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B 

C 

D 

DC側

AB 側

図－9.2薄肉微小要素のせん断応力 
図－9.3薄肉筒体の循環せん断流 

q 

ds 
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B 
dA=rsds 
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ABsxBxs ττ = ， DCsxCxs ττ = ･････(9.5)1,2 

この関係を式(9.4)に代入すると， 

CCxsBBxs tt ･τ･τ = ･････(9.6) 

この結果は薄肉筒体断面のいかなる点においてもその点に発生するs方向のせん断応力τxsと厚さ tとの

積は一定であることを示している． 

以下， tq xs･τ= をせん断流と呼ぶ．せん断流は壁厚中心線に沿う単位長さ当りの薄肉壁断面に作用する

せん断応力の合応力である．この流れは薄肉筒体断面のいかなる点においても一定である． 

tq τ･= ･････(9.7) 

 次にせん断流 q とねじりモーメント Tsの関係を求める．図－9.3に示す断面には壁厚中心線に沿って

せん断流が断面を一巡するように循環している．このようなせん断流を循環せん断流と呼ぶ．せん断流

と一端に作用するねじりモーメントの間のつり合いを考える．断面の回転中心，すなわち，ねじりの中

心 O の回りのモーメントのつり合いより 

∫= dsqrT ss ･････(9.8)1 

 ここに，図－9.3に示すように dsは壁厚中心線の微小要素長，s は壁厚中心線に沿って設けた曲線座

標，∳は曲線座標に沿って一周する線積分，rsは点 O から壁厚中心線の接線に下した垂線の長さ OH で

ある．付録－2.C で説明するように sの進行方向に対して O が左側にあるとき rs > 0 ，右側のとき rs < 0

とする．ところで図－9.3より明らかなように，rsdsは微小要素長 BC と点 Oを結ぶ微小三角形 OBCの

面積 dAの 2倍に等しい．また qは曲線座標 sに無関係に一定であるから積分記号の外に出る．従って， 

∫∫ == dAqdsrqT ss 2 ･････(9.8)2 

ここで曲線座標に沿って一周すると∳dAは閉曲線である壁厚中心線によって囲まれる面積 Aとなる． 

∫= dAA ･････(9.9) 

上式を式(9.8)2に代入して下式が誘導される． 

qATs 2=  → 

A

T
q s

2
= ･････(9.10)1,2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－10.2 個別変形に伴うずれ 

S 

S 

τ 

A0 

B1 

(b)せん断変形 
 に伴うずれ 

(a)回転変形 
 に伴うずれ 

A0 

B1 

uϑ 

u
γ

 

図－10.1 微小要素 A0B1C1D0の変位 

(c)合計の変位 

(b)せん断変形による変位 

(a)回転による変位 
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2222.10.10.10.10    薄肉筒体の薄肉筒体の薄肉筒体の薄肉筒体の純純純純ねじりねじりねじりねじりにおけるにおけるにおけるにおける変形変形変形変形 

 再び図－9.1(b) に戻り，微小距離 dsだけ隔てた 2つの縦方向断面，A0B1と D0C1で切り取られる長さ

l の細長い微小要素について考える．辺 A0D0の端面は辺 B1C1の端面に対してねじり角φだけ相対回転

角を生じる．等断面の純ねじり問題ではねじり率 ϑ = dφ/dxは x方向に一定でなければならないから， 

lϑ=φ ･････(10.1) 

図－9.3 に示す rsを用いて，辺 A0D0は辺 B1C1に対して rsφ = rsϑl だけ，その辺に沿ってねじりの方向

に変位を生じる．このとき微小要素 A0B1 C1D0は図－10.1(a) のように 

①点 B1を中心として角 rsϑl / l = rsϑだけ回転する． 

次に微小要素 A0B1 C1D0は同図(b) に示すせん断応力τの発生により， 

②せん断ひずみγ = τ/G を生じる． 

 実際には 2つの現象①，②が同時に起こり同図(c) のように微小要素 A0B1 C1D0は回転とせん断ひずみ

を伴う． 

①により点 C1は点 B1に対して相対的に x軸方向に以下だけ変位する． 

dsrdu sϑϑ −= ･････(10.2) 

②により点 C1は点 B1に対して相対的に x軸方向に以下だけ変位する 

ds
G

dsdu
τ

γ
γ

== ･････(10.3) 

従って，①と②の足し合わせによって点 C1の点 B1に対する相対変位は以下となる． 

ds
G

rds
G

dsrdududu ss 






 −−=+−=+= ττ

γ

ϑϑϑ ･････(10.4) 

以上の変位について閉曲線を一周した場合を考える．①，②それぞれを点 B1 を原点として考えた時，

一周積分の結果，図－10.2に示す食い違いが生じることになる． 

①による食い違いは図－10.2(a)のように， 

dsrduu sϑϑϑ ∫∫ −== ･････(10.5) 

②による食い違いは図－10.2(b)のように， 

ds
G

duu
τ

γγ ∫∫ == ･････(10.6) 

実際には①，②の現象は同時に起こり，かつ B1において食い違いは生じないので式(10.5)，(10.6)の合計

は 0でなければならない．よって， 

0=+−=+ ∫∫ ds
G

dsruu s
τ

γ

ϑϑ ･････(10.7) 

式(9.7)から

t

q=τ の関係を上式代入し，ねじり率 ϑとせん断流 qが座標 sに無関係に一定であるから， 

0
1 =+−=+− ∫∫∫∫ ds
tG

qdsrds
G

dsr ss ϑϑ τ

･････(10.8) 

さらに式(9.8)2 ，(9.9)で説明した以下の関係を用いると， 

AdAdsrs 22 == ∫∫ ･････(10.9) 
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0
1

2 =+− ∫ ds
tG

qAϑ  

ds
tGA

q 1

2 ∫=ϑ ･････(10.10) 

上式に式(9.10)2を代入すると， 

ds
tGA

T
ds

tGAA

T ss 1

4

1

2

1

2 2 ∫∫ ==ϑ ･････(10.11)1 

上記を Bredt-Bathoの公式と呼ぶ． 

式(5.14)より， ϑGJTs = の関係を上式に代入すると， 

ds
t

A
J

1
4 2

∫
= ･････(10.11)2 

また曲線座標上の s点におけるそり uは式(10.4)を積分して， 

ds
tG

qdsruds
G

dsrududuuduu
s

s

ss

s

ssss 1
00

0
00

0
00

0
0 ∫∫∫∫∫∫∫ +−=+−+=++== ϑϑϑ

τ

γ

･････(10.12) 

 式(10.12)によって任意点のそり u がその点の座標値 sの関数として与えられる．式(10.12)に含まれる

u0は曲線座標 sの原点，s = 0 におけるそりを表している．なお，断面の形状に対称性がある場合は対称

軸と薄肉壁中心線との交点を s = 0に選ぶと u0 = 0 となる．同一材料から成る場合には，せん断弾性係

数 G は一定であるから式(10.10) ，(10.11)1，(10.12)において積分記号の外に出すことができる．また，

壁厚が全周長にわたって一定であれば式(10.10) ，(10.11) 1，(10.12)に含まれる線積分は全周長 soになる

のでそれぞれ次式が成り立つ． 

AtG

qs
ds

AtG

q o

22
== ∫ϑ ･････(10.13) 

tGA

sT
ds

tGA

T oss
22 44

== ∫ϑ ･････(10.14) 

tG

qs
Auds

tG
qdsruu o

s +−=+−= ∫∫ ϑϑ 2
1

00 ･････(10.15) 

 一般に最初平面であった断面は式(10.12)で与えられるそり u を生じるため，座標 sの方向に勾配をも

ち，その値は以下から求まる． 

tG

q
r

tG

q
rds

tGs
qdsr

s
u

ss

u
ss

s

s

s
+−=+−=

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∫∫ ϑϑϑ 0
1

00
0 ･････(10.16) 

 板厚が一定の一辺 2rsの薄肉正方形断面では，so = 8rs ，A = 4rs
2
であり，これを式(10.13)に代入すると 

tGr

q

tGr

rq

AtG

qs

ss

so ===
242

8

2
･

･ϑ ･････(10.17) 

上式を式(10.16)に代入すると 

0≡+−=+−=
∂
∂

tG

q
r

tGr

q

tG

q
r

s

u
s

s
sϑ ･････(10.18) 

上式は，そり uの座標 s方向への勾配が無いことを示しており，板厚一定の薄肉正方形断面においては

断面にそりが生じることなく，最初の平面が保持されることを表す． 
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 各壁ごとに厚さが一定の ti を有し，同一材料からなる薄肉多角形閉断面の場合には各壁の断面内の板

幅を si とすると式(10.11) 1から次式が得られる．この式は Bredt-Bathoの式と呼ばれる． 

i

ik

i

ss

t

s

GA

T
ds

tGA

T
∑∫ =

==
122 4

1

4
ϑ ･････(10.19)1 

式(5.14)より， ϑGJTs = の関係を式(10.19)1に代入すると，

i

ik

i t

s
A

J

∑ =

=

1

24
･････(10.19)2 

ここに，Σは断面を構成するすべての辺 i = 1~k について総和することを意味する． 

また，ある格点 j におけるそり uj は式(10.12)を用いて， 

i

ij

ii

j

i

s

s

s

j t

s

G

q
Auds

tG
qdsruu

jj

∑∑∫∫ ==
+−=+−=

110
00

0 2
1 ϑϑ ･････(10.20) 

 ここに，図－10.3に示すように，ΣAi はねじり中心 Oと隅角点 s = 0 および j を結ぶ線分と薄肉中心

線で囲まれる斜線で示す部分の面積である．また，Σsj /tj は格点 s = 0から j に至る間の全ての壁につい

て総和することを意味する 

 

 

 

 

 

 

 

 

2222.1.1.1.11111    薄肉筒体の薄肉筒体の薄肉筒体の薄肉筒体の純純純純ねじりのねじりのねじりのねじりの計算例計算例計算例計算例 

 図－11.1に示す中空の箱断面あるいは薄肉折れ板矩形閉断面構造にねじり力 Ts = 2.4･109Nmmが作用

する時のせん断流 q，せん断応力τ，ねじり率 ϑ，相対ねじれ角φを求める．以下単位は全て rad，mm，

N とする．フランジの張り出しは無視して，左右のウェブ間隔が 1,500，上下のフランジ間隔が 1,000と

する．フランジとウェブは溶接で強固に接合されており，部材長 L は 10,000とする．せん断弾性係数 G

は 7.7･107 N/mm2 
とする．図－11.2に示すとおり板構成は以下とする． 

上フランジ板厚 tt = 15，幅 bt = 1,500 

下フランジ板厚 tb = 10，幅 bb = 1,500 

ウェブ板厚 tw = 8，幅 bw = 1,000 

 

 

 

 

 

 

 

 

si 

図－10.3 折れ板閉断面構造 

s=0 

ti 

j 

i 

Ai 

O 

図－11.2 断面形状とせん断流 

tb = 10，bb =1,500 

tw = 8，bw =1,000 

tt = 15，bt =1,500 

bt ，bb 

bw 

単位は mm 

図－11.1 薄肉折れ板箱断面部材 

Ts 

L 
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せん断流は式(9.10)2より，

2
9

10･0.8
000,1500,12

10･4.2

2
===

･･A

T
q s N/mm 

上フランジのせん断応力， 3.53
15

10･0.8 2

===
t

t t

q
τ N/mm2 

下フランジのせん断応力， 0.80
10

10･0.8 2

===
b

b t

q
τ N/mm2 

ウェブのせん断応力， 0.100
8

10･0.8 2

===
w

b t

q
τ N/mm2 

ねじり率は式(10.19)1より，

( ) 






 ++== ∑ = 8

000,1
2

10

500,1

15

500,1

10･7.7000,1500,14

10･4.2

4 42

9

12
･･i

ik

i

s

t

s

GA

Tϑ  

                                       ( ) -6-9 10･73.125015010010･46.3 =++= ･ rad/mm 

相対ねじり角，

-4-6 10･73.110･73.1000,10 === ･φ ϑL rad 

 

2222.12.12.12.12    薄板薄板薄板薄板のののの純純純純ねじりねじりねじりねじり 

 図－12.1に示すように幅 b が厚さ t に比して十分長い矩形断面を有する部材の両端にねじりモーメン

ト Tsが作用した場合について考える．このような断面について石鹸膜相似を施せば，膜面は幌馬車の幌

のように膨らむ．図－12.2に示すようにこの膜は短辺の近傍を除いて高さ hは z方向あるいは bの方向

に同一レベルで，y方向あるいは t の方向にのみ変化する．この場合，hの z方向の 2回微分は∂

2h /∂z 2=0

と見なせる．従って式(6,6)で表わされる膜面の基礎方程

H

p

dz

hd

dy

hd −=+
2

2

2

2

は以下となる．  

H

p

dy

hd −=
2

2

･････(12.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－12.2 薄板のねじりの石鹸膜相似 

BB 面 CC面 

AA 面 

図－12.1 薄板のねじり 
   (y軸が下方向に注意) 

Ts 

t b 

y 

x 

z 

図－12.3 薄板のねじりにおける応力の分布 

(a) AA 面の石鹸膜形状 

(b) Z軸上のτxy分布と合力 Ry 

Ry 

h(y,z) 

b 

t 

(c) BB，CC面の

 石鹸膜形状 

(d) Y軸上の 
 τxz分布と 
 合力 Rzz 

Rz 

Rz 

h(y,z) 

y 

z 

Rz 

Rz 

Ry 

Ry 

Ry 

(e) 断面上のせん断応力の流れ 

(f) 断面上の合力の流れ 

t/3 

t/3 
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境界条件 y = ±t / 2 において h = 0 を満足する解として膜面の式を得る． 














−= 2

2

42
y

t

H

p
h ･････(12.2) 

上記を yで 2階微分して，式(12.1)が満足されることを確認する． 

( )
H

p
y

H

p

dy

d

dy

hd −=−= 2
22

2

 → 式(12.1)  → OK 

式(12.2)に y = ±t / 2を代入して境界条件が満足されることを確認する． 

0
242

22

=




















±−= tt

H

p
h  → OK 

図－12.3(a) に図－12.2に示す AA 面の石鹸膜の形状を示す．同様に図－12.3(c) に BB 面，CC面の形状

を示す．短辺の近傍を除いて膜の高さに変化は無いので BB 面，CC面の形状は同じと見なせる． 

応力関数 fai と石鹸膜の関数 hの関係を示す式(6.10)に式(12.2)を用いて fai を求めると， 

( ) ( ) 












−=













−== 2

2
2

2

442
2,2, y

t
Gy

t

H

p

p

H
Gzyh

p

H
Gzyfai ϑϑϑ ･････(12.3) 

断面には図－12.3(e) に示す循環せん断応力が生じることが推察される．式(12.3)よりせん断応力τxz は

式(5.1)2を用いて以下となる． 

( ) ( ) yGyGy
t

G
y

zyf
y aixz ϑϑϑ 22

4
, 2

2

=−−=












−

∂
∂−=

∂
∂−=τ ･････(12.4) 

 h(y,z)と fai(y,z)は式(6.10)より相似な関数であり，せん断応力の分布は hの勾配で表せる．式(12.2)より

h が y 軸方向に放物線であることから，τxzの y 軸方向分布は直線となる．図－12.3(d) にこのアナロジ

ーから得られるτxzの分布を示す．また，せん断応力の＋側，－側それぞれの単位長さ当りの合力を Rz

で示す．この Rzの作用点は応力分布が三角形であることから，z軸から (t/2)･2/3 = t/3 の距離である．

一方，τxyの分布については石鹸膜の形状から短辺の近傍で h が z 軸方向に急変することから，その分

布と合力 Ryが図－12.3(b) のようになることが推察される．しかし式(12.3)では z方向の変化を無視して

いるので具体的に合力の数値や作用位置を算出することはできない． 

 以下では上述 Rzのみに着目し，これと作用するねじりモーメントとのつり合いを考え関係式を誘導す

る．2.5 節にて任意形状を有する棒材のねじりにおいては，断面に作用する直交２方向のせん断応力が

それぞれねじりモーメントの半分ずつを分担していることを解説した．このことは上述 Rzによって分担

されるねじりモーメントが Ts の半分になることを意味する．図－12.3(f) を参照し，短辺近傍での応力

の非一様性は無視し，さらに Rzは幅 b全長にわたって生じるものとする．式(12.4)を用いて， 

42
22

22

0

22

0

2

0

tGy
GydyGdyR

t
t

xz

t

z
ϑϑϑ =












=== ∫∫ τ ･････(12.5) 

作用モーメントの半分とのつり合いを考えると，Rzは長さ bにわたって腕の長さ t/3 で互いに逆方向に

生じるので， 

34
2

3
2

2

2 t
b

tGt
bR

T
z

s ϑ== ･ ･････(12.6) 
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これより， 

dx

dbt
G

bt
GTs

φ

33

33

== ϑ ･････(12.7) 

従って，薄肉板断面のねじり定数 Jは bt3/ 3 となる． 

ちなみに，Tsの残り半分は図－12.3(f) の Ryが分担する． 

 

2222.13.13.13.13    薄薄薄薄肉折れ肉折れ肉折れ肉折れ板板板板開断面開断面開断面開断面構造構造構造構造のののの純純純純ねじりねじりねじりねじり 

 板長さ bi，板厚 ti の薄板が折れ板として連なり，図－13.1に示すように，中空筒状部分を有さない薄

肉構造を薄肉折れ板開断面構造という．板厚 ti は板厚中心線の全長 sl に比べて十分小さいものとする． 

ここに， i

k

il bs ∑ =
=

1
，kは板の総数である． 

このような構造がねじりモーメントTsの作用により回転中心Oの回りにねじり変形 dφを生じることを

考える．i 番目の板に着目し，その中心 Oi の変位の状況を追跡する．変位前の Oi の位置を(y,z)とすると， 

2.4 節で説明したように Oi にはそれぞれ y軸，z軸に沿った以下のような併進変位 v，wが生じる． 

式(4.1) → φ･θφ･･≒ dzdrv −=− sin  

式(4.2) → φ･θφ･･≒ dydrw =cos  

ここに，r: O点から Oi 点までの距離 

しかし，これらの変位によって板 i に純ねじり変形は生じない．この変位は別資料で説明するそりねじ

り変形に関与する．このような併進変位に加え，Oi には回転変位が生じ，その回転量は断面全体の回転

量 dφに等しい． 

 従って，板 i は Oi を中心に dφのねじり変形を生じていると解釈することができる．そのことは断面

を構成する全ての板に共通である．個々の板が負担するねじりモーメントを Tsi とするとこれらと作用

ねじりモーメント Tsとの間に以下の関係が成立し，さらに，個々の板に式(12.7)の関係を用いるとこの

ような折れ板構造に対するねじり定数 Jを計算することができる． 

33

3
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3
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iik

i
iik

isi
k

is
tb

G
dx

dtb
GTT ∑∑∑ ===

=== ϑφ

･････(13.1) 

純ねじりの問題では，dφ/dx は一定で各板の G が全て等しければ，全体断面のねじり定数 Jは， 

3

3

1
iik

i

tb
J ∑ =

= ･････(13.2) 

 また，図－13.2 に示すように折れ板構造に分岐があっても，個々の板に生じる変位は前述と同じであ

り，全ての板に対して総和をすることで式(13.2)の適用が可能である． 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－13.2 分岐のある薄肉折れ板開断面 
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y 

図－13.1 薄肉折れ板開断面のねじり 
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2222.14.14.14.14    任意形状の薄肉開断面構造の任意形状の薄肉開断面構造の任意形状の薄肉開断面構造の任意形状の薄肉開断面構造の純純純純ねじりねじりねじりねじり 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－14.1に示すように，肉厚 t の薄板からなり，筒状部分を形成しない薄肉材を薄肉開断面材という．

薄肉中心線に沿って曲線座標 sをとる．肉厚 t は sに沿って変化するが，薄肉中心線の展開長 sl に比べ

て十分小さいものと，石鹸膜相似において，図－14.2に示すように，膜面の高さ hは s方向に一定で，

肉厚中心線に垂直な座標 r 方向に放物線状に変化する．この場合，hの s方向の 2回微分は∂

2h /∂s 2=0

と見なせる．従って膜面の形状を表す基礎方程式(6,6)は yを r に置き代えて以下となる．  

H

p

dr

hd −=
2

2

･････(14.1) 

上式を 2階積分して，r = ±(t/2)で h = 0の境界条件を代入すると，  
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式(12.4)と同様に s方向のせん断応力τxsは 

rGxs ϑ2=τ ･････(14.3) 

となり，r 方向には直線分布となる． 

次に石鹸膜の体積は，sl >>t の場合は溝の両端の特異形状の影響は相対的に少なく，近似的に 

hdrdsV
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t
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2

20
･････(14.4) 

上式に式(14.2)を代入して， 
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この V を式(6.14)の V に用いてねじりモーメント Tsとねじり率 ϑの関係が次のように得られる. 

図－14.1 薄肉開断面構造 
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図－14.2 薄肉開断面構造の石鹸膜相似 
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∫∫
===ϑ ･････(14.6) 

あるいは, 

dstGT
ls

s
3

03
1
∫= ϑ ･････(14.7) 

したがって，任意の薄肉開断面材のねじり定数 Jは 

dstJ
ls

3

03
1
∫= ･････(14.8) 

上式中，特に肉厚 t が s方向に一定の場合については, 
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板幅 bの板厚の薄い矩形断面のねじり定数 Jは sl = b として, 

btJ 3
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1= ･････(14.10) 
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せん断応力の最大値は式(14.3)より， 

rGxs ϑ2=τ の r = t /2 として 
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2222.15.15.15.15    分岐のある薄肉壁のせん断分岐のある薄肉壁のせん断分岐のある薄肉壁のせん断分岐のある薄肉壁のせん断流流流流 

 図－15.1に示すように分岐のある薄肉壁の微小要素を取り出し棒軸方向の辺をそれぞれ AB，CD 

，EFとする．2.9 節に準じてこの要素に生じるせん断応力を検討する．棒軸方向を x軸とし，微小距離

dxを隔てる 2つの断面を A－C or E，および B－D or Fとする．断面 B－D or Fにおいて分岐する薄肉微

小要素の肉厚中心線に沿って BD 方向を s軸，BF方向を s'軸とする．また，肉厚さは分岐点の近傍で B

から D へ，tBから tD，また，B から Fへ，tBから tFに変化するものとする．純ねじりの問題では断面の

形状は棒軸方向のどの断面においても等断面の場合を考えることから dx方向に肉厚さは変化しない． 

純ねじり問題では棒軸方向の直応力σxは存在せず，それぞれ AB，CD，EFに沿って生じるせん断応力

をτABsx，τCDsx，τEFsxとするとき，微小要素の x方向の力のつり合いは以下となる．  

0=−− dxtdxtdxt FEFsxDCDsxBABsx ･･τ･･τ･･τ  → FEFsxDCDsxBABsx ttt ･τ･τ･τ += ･････(15.1) 

純ねじりの問題ではねじり率 ϑ = dφ/dxが x方向に一定であるため，これらは x方向に変化しない． 

次に断面 B－D or Fに沿うせん断応力を考える．B，D，Fの近傍における肉厚中心線に沿うせん断応力

をそれぞれτBxs，τDxs，τFxsとする．共役せん断応力の関係により以下が成立する． 

ABsxBxs ττ = ， CDsxDxs ττ = ， EFsxFxs ττ = ･････(15.2)1,2,3 

図－15.1分岐のある薄肉壁のせん断応力 
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これらの関係を式(15.1)に代入すると， 

FFxsDDxsBBxs ttt ･τ･τ･τ += ･････(15.3) 

 この結果は分岐点近傍において分岐前に生じるせん断応力τと厚さ t との積は分岐後の２つの断面そ

れぞれにおけるせん断応力と厚さの積の合計に等しいことを示している．せん断流を tq ･τ= とすると，

分岐前に流入するせん断流は分岐後のせん断流の合計に等しいことを意味している．このことはせん断

流が合流する場合にも同様であり，合流前のせん断流の合計が合流後のせん断流になる．図－15.1では

分岐角度について DBFを鋭角として示したが最初に立てた式(15.1)は分岐角度に関係なく成立するため

以上のせん断流の分岐，合流の性質は会合角度に関係なく成立する. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

    

    

    

    

    

    

    

2222.16.16.16.16    多室薄肉構造のせん断流多室薄肉構造のせん断流多室薄肉構造のせん断流多室薄肉構造のせん断流    

 2.9 節に解説したように薄肉の壁で囲まれる閉断面部材にねじりモーメントが作用する時，同部材の

壁面には循環せん断流が発生する．図－16.1に示すように 1室の折れ板による閉断面構造において，板

が折れ曲がる点 1，2，･････5 を格点と呼ぶ．このような構造では循環せん断流 q1は全ての外周壁に左

回りに等しく流れる．次に図－16.2に示す2室構造を考える．この場合，第1室①と第2室②の外周5-1-2-3

および 3-4-5にはそれぞれ循環せん断流 q1と q2が流れる．隣接する①と②が共有する共有壁 3-5には q1

－q2のせん断流が流れる．共有壁のせん断流が q1－q2になることは 2.15 節のせん断流の分岐，合流の

性質を考えることで確認される．例えば格点 3 では 2 からの q1が 4 への q2と 5 への q1 －q2に分岐し，

分岐後においても合計の流量は q2 + ( q1 －q2 ) = q1であるから分岐前の q1に等しい．また，格点 5では

図－16.1 薄肉 1室構造の循環せん断流 
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図－16.2 薄肉 2室構造の循環せん断流 
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図－16.3 薄肉 3室構造のせん断流 
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それぞれ 3と 4からの q1 －q2，q2が合流し格点 1に向かうが，合流前の合計流量( q1 －q2 ) + q2 = q1は合

流後の共有壁 5-1の流量 q1に等しい． 

 図－16.3には 3 室構造の例を示すが状況はこれまでと同様で外周 10-1-2-3には q1が，3-4-5-6-7には

q2，7-8-9-10には q3が流れる．共有壁 3-11は①と②が隣接するので q1－q2，共有壁 11-10は①と③が隣

接するので q1－q3，共有壁 7-11は②と③が隣接するので q2－q3が流れる．これらはいずれも左回りを＋

と考えている．格点 11では 3 と 7 からが合流して 10に向かうとして流量を確認すると，合流前は( q1

－q2 ) + ( q2－q3 )= q1－q3でこれは合流後の共有壁 11-10のせん断流に等しい．以上の性質は簡単のため

壁が直線状となる折れ板として説明したが，壁が曲線の場合でも，また壁厚が途中で変化する場合にも

同様の性質が成り立つ． 

 ねじり問題ではこれらの各室に生じる循環せん断流 qi が成すモーメントの合計が作用モーメント Ts

につりあう．室数が i = 1~k の場合，モーメントのつり合い式は各室ごとの総和として下記となる． 

rdsqrdsqrdsqrdsqrdsqrdsqT knmi

k

is ∫∫∫∫∫∫∑ ++++==
=

････････････211
･････(16.1) 

ここに，r は付録－2.Cに示す一周面積分の定点からの半径で，回転中心から各室の各壁におろした垂線

の長さである．循環せん断流 qi は各室ごとに一定のため積分記号の外に出る． 

 先に説明した通り，仮に第 m室と第 n室が隣接するとき，その共有壁では qm - qn のせん断流が流れ

る．このことを上式中の各項積分との対応で考えると，まず第 m 室について共有壁に左回りの qmが流

れ，それに加えて第 n 室についても共有壁に左回りの qn が流れると考える．同じ左回りであっても m

と nの隣接位置関係により qmが正の時のとき qnが負，または，qmが負の時のとき qnが正となる．この

ように解釈することで共有壁があったとしても各室ごとに構成されるモーメントは各室ごとの一周積

分から求められ，それの合計が Tsとつりあうことになる．次節ではこのような循環せん断流の性質を利

用して多室薄肉閉断面構造の各室に生じるせん断流，全体断面のねじり定数を求める方法を紹介する． 
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2222.17.17.17.17    多室薄肉閉断面構造の計算例多室薄肉閉断面構造の計算例多室薄肉閉断面構造の計算例多室薄肉閉断面構造の計算例    

 図－17.1に示すような3室の箱断面についてねじり定数および全断面にねじりモーメントTsが作用し

た時の各室に生じる循環せん断流 qn (n = 1~3) を計算する．ここに，nは室の番号を示す． 

式(10.8)を変形し k枚の板で構成される１室の折れ板閉断面構造に適用する． 

式(10.8) → 0=+− ∫∫ ds
G

dsrs
τϑ  → ds

G
dsrs

τ

∫∫ =ϑ ･････(17.1) 

式(17.1)の左辺を式(c.2)に従い一周積分し，右辺の積分を板 1枚ごとの総和とする．１室折れ板構造では

室を囲む全ての板に生じるせん断流 qは一定でτ= q / t から，板ごとの板厚を ti として，    

ds
t

q

G
ds

G
Adsr

i

k

i

k

is
1

2
11 ∑∑∫ ==

=== τϑϑ ･････(17.2)1,2,3,4 

ここに，A: 板厚中心線で囲まれた 1室の面積である． 

ここで，qの単位を確認すると， [ ] [ ] mmNmm
mm

N
2

=== tq τ     

多室の場合，１つの室を囲む壁に流れるせん断流は一定ではなくなる．即ち，外周にある壁にはその部

屋に生じるせん断流が流れるが，隣室との共有壁に流れるせん断流は隣室に生じる逆向きのせん断流の

影響を受ける．壁の材料が同じであればせん断弾性係数 G は等しく，第 n番目の部屋について式(17.2)2,4

は下記となる．なお，壁ごとに材料が異なる場合は代表の G を考え，これと各壁のせん断弾性係数 Gi

との比率を計算し，それを総和記号の中に数値として残して計算を進めればよい． 

 ds
t

q

G
A

i

ink

inn
,

1

1
2 ∑ =

=ϑ ･････(17.3) 

ここに， qn,iは第 n室の i 番目の壁に生じるせん断流を示す． 

第 n室に第 m = a,b,c････室が隣接し，これらがそれぞれ第 n室の壁 i = 1~kのうちの壁 j = f,g,h･･･で壁を

共有するとすれば，式(17.1)を修正して， 

 ds
t

q

G
ds

t

q

G
A

j

m

cbamhgfj
i

nk

inn −+= ∑∑ === ･･････ ,,and,,1

11
2ϑ ･････(17.4) 

ここに，qnは第 n室に生じる循環せん断流である． 

上式の右辺第 1項は第 n室の循環せん断流，第 2項の－qm / tj は第 n室の j 番目の壁を第 m室の壁が共

有する場合を示し，負記号により第 m室の循環せん断流 qmが逆向きに流れることを示す． 

合計 nt 室からなる多室構造では室ごとに上記の式が成立するが，純ねじり変形では全断面の形状に変化

図 17.1 薄肉 3室構造の例 
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が無いことから各室のねじり率 ϑnは全ての室に共通でこれを ϑとすると式(17.4)は． 

ds
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q
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i

nk

in ∑∑ ===
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2ϑ ･････(17.5) 

上式両辺を ϑG で除し，  
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さらに，qn / ϑG = xn として置き換えると， 
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ここで，xnの単位の確認をすると， [ ] 2
2
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mm

1
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N
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N ==






=
ϑG

q
x n

n  

全ての室 ntに対して式(17.7)を方程式として立てることができ，その中には nt個の未知数 xn ( n = 1~nt ) が

含まれる．即ち，与えられる一次方程式が nt 個であり，未知数も nt個であるため連立させて解くことが

できる．このことを図－17.1の左側の第１室について式にすると， 
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第２室，３室については， 
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これらをマトリックス表示すると， 
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式(16.1)が示すように，循環せん断流がなすモーメントの合計は作用力 Tsとつりあう． 

式(9.10)1から，１室薄肉閉断面の作用モーメント Tsとせん断流 qの関係は， 

qATs 2= ･････(17.12) 

多室薄肉閉断面のねじりモーメントについては，各室に対する式(17.12)を合計することにより． 

nn

n

nns

n

ns AqTT tt 2
11 ∑∑ ==

== ･････(17.13) 

ここに，qnは第 n室に生じる循環せん断流，Anは第 n室の断面積である． 

ところで式(5.14)から作用モーメント Tsとねじり定数 Jはねじり率 ϑ = dφ/ dxと以下の関係にある． 

JGTs ϑ= ･････(17.14) 

上式を式(17.13)に代入すると， 

nn

n

n
AqJG t 2

1∑ =
=ϑ ･････(17.15) 

両辺を Gϑで除すると 



42 

nn
n
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n
AxA

G

q
J tt 22

11 ∑∑ ==
==

ϑ
･････(17.16) 

図 17.1に示す 3 室薄肉閉断面のねじり定数 J については，式(17.16)に式(17.11)にて得られた x1~x2を代

入することにより， 

000,6000,52108.4000,6000,102100.12000,6000,42100.6 777
････････････ ++=J  

13777 1002.1200,36108.4600,52100.12000,36100.6 ･･･････ =++=  mm4
･････(17.17) 

式(17.6)から(17.7)の変形においては次のパラメーターxnを定義した． 

ϑG

q
x n

n = ･････(17.18) 

式(17.18)を qnについて解き，式(17.14)を代入すると， 

n
s

nn x
J

T
xGq == ϑ ･････(17.19) 

上式に既に得られた式(17.11)の x1~x3と式(17.17)の Jを代入して， 

sss TTT
J

x
q ･･

･

9
13

1
1 1053.3

1002.1

000,36 ===  N/mm･････(17.20) 

単位の確認をすると， [ ]
mm

N
Nmm

mm

mm
4

2
1

1 ==






= sT
J

x
q  → せん断流の単位であり，OK 

同様に， 

sss TTT
J

x
q ･･

･

9
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2
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600,52 ===  N/mm･････(17.21) 

sss TTT
J

x
q ･･

･

9
13

3
3 1055.3

1002.1

200,36 ===  N/mm･････(17.22) 
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2222.18.18.18.18    2222 軸対称矩形薄板筒体の軸対称矩形薄板筒体の軸対称矩形薄板筒体の軸対称矩形薄板筒体の純純純純ねじりねじりねじりねじり    

 図－18.1に示す筒長さ L，幅 b，高さ h で断面が 2 軸対称の矩形薄板筒体の純ねじりについて考察す

る．上下の板が板厚 tf，左右の板が twの断面に純ねじりによって回転中心の回りにφだけ回転変形を生

じる場合を考える．変形後の筒体の形状を図－18.2に示す．一般断面筒体のねじり変形は図－18.3(a)に

示す断面の回転に図－18.3(b)に示すそりを伴うため，立体図では図－18.2のようないびつな形に見える．

図－18.4 に示すようにねじりによって上下の板に生じるせん断応力をτf，左右の板に生じるせん断応

力をτwとすると作用モーメント Tsとのつり合いから, 

wwffwwffs bhtbht
b

ht
h

btT ττττ +=






 +=
22

2 ･････(18.1) 

閉断面に流れる循環せん断流 qは 2.9 節で述べた微小要素での検討から一定であるので 

wwff ttq ττ == ･････(18.2) 

式(18.1)に(18.2)を代入して， 

bhqbhqbhq
t

q
bht

t

q
bhtbhtbhtT

w
w

f
fwwffs 2=+=+=+= ττ ･････(18.3) 

 図－18.3(a) に示すように断面 ABCD は角度φ回転しており，上板では左方向にφh / 2，左板では下

方向にφb / 2の変位が生じている．2.10 節の Bredt-Bathoの式の誘導で説明したように，筒体を構成す

る各板はねじり変形の結果，その面内に①回転と②せん断変形を生じており，その合計として筒軸方向

への出入り，あるいはそり uを生じている．以下では①，②によって生じるそりをそれぞれ uϑ，u
γ
とし，

それらの合計が点 B を起点として B→A→D→C→B と周回した後の終点 B で一致することを利用して，

断面のねじり定数 Jを誘導する．  

 図－18.5(a) に示すように上板の①回転に伴う A 点の B 点に対するそり uϑf は，x軸の負方向に生じ， 

 φ

φ

L

bh
b

L

h

u f 2
2 −=−=ϑ ･････(18.4) 

同様に，図－18.5(b) に示す左板の①回転に伴う D 点の A 点に対するそり uϑwは， 

φ

φ

L

bh
h

L

b

u w 2
2 −=−=ϑ ･････(18.5) 

下板には式(18.4)と，また，右板には式(18.5)と同様のそりが発生する．図－18.6 に示すように稜線 BB' に

スリットがあるとして，これらの各板の面内回転によって生じるそりを合計した全体のずれ uϑは， 

( ) φ

L

bh
uuu wf 22 −=+−= ϑϑϑ ･････(18.6) 

 図－18.7(a) に示す上板の②せん断変形に伴う A 点の B 点に対するそり u
γf は，応力とひずみの関係

式γf =τf /Gと式(18.2)を用いて， 

b
Gt

q
b

G
bu

f

f
ff ===

τ

γ
γ

･････(18.7) 

同様に，図－18.7(b) に示す左板の②せん断変形に伴う D 点の A 点に対するそり u
γwは，応力とひずみ

の関係式γw =τw /G と式(18.2)を用いて， 
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h
Gt

q
h

G
hu

w

w
ww === τ

γ
γ

･････(18.8) 

下板には式(18.7)と，また，右板には式(18.8)と同様のそりが発生する．図－18.8 に示すように稜線 BB' に

スリットがあるとして，これらの各板のせん断変形によって生じるそりを合計した全体のずれ u
γ
は， 
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 ところが実際の構造にはスリットはなく，始点Bと終点Bのずれが一致する必要があるので，式(18.6)，

(18.9)を合計したものが 0とならなければならない． 

0
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γϑ ･････(18.10) 

上式を移項して， 
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φ ･････(18.11) 

筒体の長さが L であるので単位長さあたりの回転角をねじり率 ϑとすれば，ϑ =φ/ L より，上式は 
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G

q
bhϑ ･････(18.12) 

ねじり率 ϑについて解けば， 


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qϑ ･････(18.13) 

式(5.14)から作用モーメント Tsとねじり率 ϑ，ねじり剛性 GJの関係は以下であるので， 

ϑGJTs = ･････(18.14) 

式(18.3)より， 

bhqTs 2= ･････(18.15) 

式(18.14)に(18.15)を代入すると， 

qbhGJ 2=ϑ ･････(18.16) 

GJ

qbh2=ϑ ･････(18.17) 

式(18.17)の ϑを式(18.13)を用いて表せば， 
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上式をねじり定数 Jについて解けば， 
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42
･････(18.19) 

以上の検討は構成各板がねじり変形後に元々の断面 ABCD の面に対してそりを生じることを前提に説

明した．ここで 2.1 節で述べた丸棒のねじりの場合のように，矩形薄板筒体にそりが生じないための条

件を考えてみる．この場合，上板，左板のそれぞれにおいて①回転によるそり変位，②せん断変形によ

るそり変位が合計として生じなければよい．このことを式に示すと， 

上板については式(18.4)と(18.7)より 
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0
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=+−=+ b
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uu

f
ff φ

γϑ ･････(18.20) 

上式を変形して，htfについて解けば， 

b
Gt

q

L

bh

f

=φ

2
･････(18.21) 

q
G

L
ht f

φ

2= ･････(18.22) 

左板については式(18.5)と(18.8)より 

0
2

=+−=+ h
Gt

q

L
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uu

w
ww φ

γϑ ･････(18.23) 

上式を変形して，btwについて解けば， 

h
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q
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w

=φ

2
･････(18.24) 

q
G

L
btw

φ

2= ･････(18.25) 

式(18.22)と(18.25)の右辺が等しいことより，そりを生じない 2軸対称矩形薄板筒体の条件は以下となる． 

wf btht = ･････(18.26) 

あるいは，以下から上下の板の幅厚比と左右の板の幅厚比が等しいということが条件になる． 

fw t

b

t

h = ･････(18.27) 

 

 

 

 

 

図－18.2 変形後の全体形状 
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図－18.9はそのような変形をイメージするための図で，上下の板，左右の板の動きを個別に描いた． 

なお，この条件は別資料，断面変形論で説明するずれ変形(断面変形)とねじり変形が連成しない場合の

条件，あるいはウラゾフ論に出てくる b2 = 0の仮定と同じである． 

 

 

 

 

 

 

 

図－18.8 面内のせん断変形によるずれ 
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図－18.6 面内の回転によるずれ 
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2222.19.19.19.19    矩形棒の純ねじり矩形棒の純ねじり矩形棒の純ねじり矩形棒の純ねじり    

 図－19.1に示す，2a×2bの矩形断面を有する棒 ただし，b > aの純ねじりについて説明する． 

 

((((1) 1) 1) 1) 応力関数応力関数応力関数応力関数    

付録－2. D の式(D.39)に示したようにこのような断面に対するねじりの応力関数 fai は以下である．    
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((((2) 2) 2) 2) せん断応力せん断応力せん断応力せん断応力    

式(5.1)1,2よりせん断応力τxy，τxzは応力関数 faiの z，yによる導関数として，    
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((((3) 3) 3) 3) 境界条件の確認境界条件の確認境界条件の確認境界条件の確認    

 式(19.1)で表せられる応力関数 fai が断面周縁で境界条件 fai = 0を満足することを確認する． 

式(19.1)は y = aにおいて， 

( ) ( )




































−−−=
−∞

=∑ a

zn

a

an

b
a

nn

h
aaGf

n

nai 2
cosh

2
cos

2
cosh

1
1

132
2

1

35,3,13

2
22 ππ

π
π

････

ϑ  

( ) ( ) 0
2

cosh0

2
cosh

1
1

132
0 2

1

35,3,13

2

=





































−−=
−∞

=∑ a

zn

b
a

nn

a
G

n

n

π

･･

π
π

････

ϑ  → OK･････(19.4) 

a a 

b 

b 

z 

y 

図－19.1 矩形棒の断面 
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式(19.1)は z = bにおいて， 
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上式の両辺を Gϑで除して無次元化すると， 
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数値計算によって，上式が 0となることを確認する．a = 1 として，nを第 5項までとった場合の y = 0.0

～1.0における値．a = 1 として，nを第 3項までとった場合，a = 10 として，nを第 3項までとった場

合の値を表－19.1に示す．これより 3項までの級数展開でも誤差 0.3%以下で境界条件が満たされている

ことが分かる． 

表－19.1 境界におけるφ/G/ϑの値

z = b の境界

残差/a^2 残差 n 1 3 5 7 9

a^2-x^2 (-1)^(n-1)/2 1 -1 1 -1 1

a y %    -Σ a^2-y^2 '-Σ

1.0 0.0 0.049% 0.000 1.000 -1.000 -1.032 0.038 -0.008 0.003 -0.001

1.0 0.2 0.051% 0.001 0.960 -0.959 -0.982 0.022 0.000 -0.002 0.001

1.0 0.4 0.058% 0.001 0.840 -0.841 -0.835 -0.012 0.008 -0.001 -0.001

1.0 0.6 0.072% 0.001 0.640 -0.639 -0.607 -0.036 0.000 0.003 0.001

1.0 0.8 0.097% 0.001 0.360 -0.361 -0.319 -0.031 -0.008 -0.002 0.000

1.0 1.0 0.000% 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1.0 0.0 0.208% 0.002 1.000 -1.002 -1.032 0.038 -0.008

1.0 0.2 0.093% 0.001 0.960 -0.959 -0.982 0.022 0.000

1.0 0.4 0.150% 0.001 0.840 -0.839 -0.835 -0.012 0.008

1.0 0.6 0.298% 0.003 0.640 -0.643 -0.607 -0.036 0.000

1.0 0.8 0.190% 0.002 0.360 -0.358 -0.319 -0.031 -0.008

1.0 1.0 0.000% 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

10.0 0.0 0.208% 0.208 100.000 -100.208 -103.205 3.822 -0.826

10.0 2.0 0.093% 0.093 96.000 -95.907 -98.154 2.247 0.000

10.0 4.0 0.150% 0.150 84.000 -83.850 -83.495 -1.181 0.826

10.0 6.0 0.298% 0.298 64.000 -64.298 -60.662 -3.635 0.000

10.0 8.0 0.190% 0.190 36.000 -35.810 -31.892 -3.092 -0.826

10.0 10.0 0.000% 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000  

 

((((4) 4) 4) 4) 微分方程式微分方程式微分方程式微分方程式をををを満足するかの満足するかの満足するかの満足するかの確認確認確認確認    

式(19.1)で表される応力関数 fai が式(5.5)の微分方程式を満たすことを確認する．    

式(19.2)をさらに zで微分して，    
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表－19.1 式(19.6)の fai/Gϑの値 
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式(19.3)をさらに yで微分して，    
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式(19.7)と(19.8)を辺々加えると次のようになり，式(5.5)が満足されることが分かる． 

ϑG
z

f

y

f aiai 2
2

2

2

2

−=
∂

∂+
∂

∂
･････(19.9) 

 

((((5) 5) 5) 5) ねじりねじりねじりねじり定数定数定数定数    

式(5.10)3からねじりモーメント Tsと応力関数 fai の関係は， 

( )dydzzyfT ai

A

s ,2∫∫= ･････(19.10) 

式(5.14)から Tsとねじり率 ϑの関係は， 

ϑGJTs = ･････(19.11) 

積分範囲 -a ≦ y ≦ a，-b ≦ z ≦ bに注意すると，式(19.10)は(19.11)と等値して， 

ϑGJdydzfT ai

a
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b
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2 ･････(19.12) 

上式をねじり定数 Jについて解けば， 

dydzf
G

J ai

a
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ϑ
2

･････(19.13) 

上式に式(19.1)を代入して，    
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上式を yについて定積分すると，    
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上式右辺第 2項の無限級数を展開して， 

( )

( )

( )

( ) ･･････

ππ

π

π

ππ
π

ππ

π

π

ππ
π

ππ

π

π

ππ
π

ππ

π

π

ππ
π

dz
a

z

a

aa

a

aa

b
a

a

dz
a

z

a

aa

a

aa

b
a

a

dz
a

z

a

aa

a

aa

b
a

a

dz
a

z

a

aa

a

aa

b
a

a

dz
a

a
a

aJ

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

2

7
cosh

2

7
sin

7

2

2

7
sin

7

2

2

7
cosh

1
1

7

164

2

5
cosh

2

5
sin

5

2

2

5
sin

5

2

2

5
cosh

1
1

5

164

2

3
cosh

2

3
sin

3

2

2

3
sin

3

2

2

3
cosh

1
1

3

164

2

1
cosh

2

1
sin

1

2

2

1
sin

1

2

2

1
cosh

1
1

1

164

33
2

2

17

33

2

2

15

33

2

2

13

33

2

2

11

33

2

3
3

3
3
















−−


















−−
















−−


















−−
















−−


















−−
















−−


















−−























+−−









−=

∫

∫

∫

∫

∫

−

−

−

−

−

−

−

−

−

･････(19.16) 
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上式を zについて定積分すると，    
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上式の右辺第 2項以降は下記級数表示ができるため，    
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( ) 1
322 kab= ･････(19.22) 

ここに，k1は以下である． 
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式(19.22)の関係を式(19.11) ϑGJTs = に代入して， 

( ) 1
322 kabGTs ϑ= ･････(19.24) 

上式を ϑについて解くと， 

( ) 1
322 kabG

Ts=ϑ ･････(19.25) 

 b/aの変化に伴う k1の値を表－19.2にまとめる．b/a → ∞ にすると，k1 → 0.3333 = 1/3となりこの

結果は 2.12 節で示した薄板の純ねじりの結果と一致する． 

 

((((6) 6) 6) 6) 最大せん断応力最大せん断応力最大せん断応力最大せん断応力 

 最大せん断応力は応力関数 fai の最大勾配の位置に発生し，長方形断面の対称性と石鹸膜の形状を考慮

すると，その最大値は y = ±a，z = 0の y方向に生じることが見いだされる．最大応力はこの地点での

τxzとなり，式(19.3)を用いて計算される．なお，y = ±a に沿って z方向の勾配は 0であるからτxyは 0

である． 

at y = ±a，z = 0 
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ここに，kは以下である． 
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式(19.27)に(19.25)を代入すると， 
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ここに，k2は以下である． 

k

k
k 1

2 = ･････(19.30) 

b/aの変化に伴う k2の値を表－19.2にまとめる． 

 

 

表－19.2矩形断面の b/aの変化に伴う係数の変化 

b/a k1 k k2 

1.0 0.1406 0.6753 0.2082 

1.5 0.1958 0.8476 0.2310 

2.0 0.2287 0.9301 0.2459 

2.5 0.2494 0.9681 0.2576 

3.0 0.2633 0.9854 0.2672 

4.0 0.2808 0.9970 0.2817 

6.0 0.2983 0.9999 0.2984 

10.0 0.3123 1.0000 0.3123 

100.0 0.3333 1.0000 0.3333 
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付録－付録－付録－付録－2.2.2.2.AAAA    せん断ひずみとせん断応力の定義せん断ひずみとせん断応力の定義せん断ひずみとせん断応力の定義せん断ひずみとせん断応力の定義    

    せん断ひずみとせん断応力の定義について述べる． 

図－A.1 は 1次元の棒材の伸び⊿l と作用力 P を示したもので，微小要素 CD では要素長⊿x中での伸び

を⊿uとしたとき直ひずみεはε= ⊿u /⊿xとして定義される．    

図－A.2 は 2次元での直ひずみの定義を示し，微小要素 ABCD が長方形の形を維持しつつ併進変位して

A'B'C'D'へ移動することを考える，点 A が A'へ x 方向に u， y 方向に v 変位し，点 C が C'へ x 方向に

u+(∂u/∂x)dx, y方向に v+(∂v/∂y)dy変位したとき，直ひずみとして，x方向にはεx = ∂u /∂x，y方向には

εy = ∂v /∂yとして定義される．直ひずみと直応力の関係を図－A.3 に示す．ポアソン比の影響を無視

すると x方向の直応力σxによって x方向のひずみεxが発生し，y方向の直応力σyによって y方向のひ

ずみεy が発生することを示している．なお，相対する面のうち座標軸に関して正側の面に作用する応

力に ' を付し，さらにこの応力の方向を座標軸の正方向としている．また，図－A.4 には 3次元におけ

る直応力と変位の関係を示している．ポアソン比の影響を無視すると，例えば y-z面に作用するσxによ

って x方向の伸びが生じその結果，x方向のひずみεxが生じる．このように同じ添え字で表記される直

ひずみと直応力について，その方向は同じと定義される． 

 次にせん断ひずみ，せん断応力について説明する．これらは 1 次元では定義できない．図－A.5 は 2

次元でのせん断ひずみの定義を示し，微小要素 ABCD が長方形から AB'C'D'の平行四辺形になることを

示している．変位には併進変位と回転変位があり，併進変位は既に直ひずみで考えたので，ここでは回

転変位のみを考える．回転は面という広がりが無ければ定義できず，従って，せん断ひずみは 1次元で

は定義できない．回転変位に伴う角 DAB の角度の変化に着目する．点 B の微小回転に伴う変位は y 方

向に(∂v/∂x)･dxである．このとから角度変化 B'AB は∂v/∂xとなる．一方，点 D の微小回転に伴う変

位は x 方向に(∂u/∂y)･dyである．このとから角度変化 D'AD は∂u/∂yとなる．角度の合計の変化がせ

ん断ひずみγxy であり，例えばそれは AB'に直交する線分を引いたとき，この線分と AD'とのなす角と

なる．すなわち合計値は，γxy = ∂u/∂y ＋∂v/∂x となる．また，添え字はひずみの生じる面を示す． 

 さて，このような変形を生じさせる応力を図－A.6 に示す．このような変形は CB に作用するτxy'と

CD に作用するτyx'が対になってはじめて生じる変形である．ちなみに別途資料で説明するがτxy'とτyx'

には共役性が存在し，τxy' =τyx'である．添え字について，例えば xyは x軸に直交する面内で y方向に

作用することを示す．また，記号 ' については直応力と同様に，相対する面のうち座標軸に関して正側

の面に作用する応力を意味し，さらにこの応力の方向を２番目の添え字の座標軸の正方向としている．

重要なことはせん断ひずみは回転を表す角度であり回転方向であるのに対して，せん断応力はそれが作

用する面と方向を有していることである．このことは直ひずみ，直応力が同じ方向で定義されたことと

異なり説明を複雑にする．即ち，せん断ひずみは 2つの添え字でそれが発生する面を示し，せん断応力

の添え字はその１つ目がその応力が作用する面に垂直な軸を，そして２つ目がその応力の作用方向を示

しているということである．このことは図－A.7 に示す３次元要素に作用するせん断応力を観察するこ

とでより明確に捉えられる．例えば影を付けた x-y 面にせん断ひずみγxyを生じさせるには，y-z面上の

τxy'と x-z面上のτyx'が対になって作用する必要がある．蛇足になるが留意事項を一点挙げる．棒材の純

ねじりにおいて断面が y-z 面にあるとき y-z 面上に作用するせん断応力τxy'とτxz'は断面 y-z 内のせん断

ひずみγyz を生ずるものではなく，そのた純めねじりが生じても棒軸方向のいかなる断面においても等

断面が維持される. 
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図－A.1 部材軸方向の変位 

(b) 微小要素の変形 
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図－A.2 2次元の直ひずみと変形 

A 
B 

dx 

C 

y 

dy 

u+(∂u/∂x)dx 

u 

x 

D 

v 

A’ B’  

C’  D’ v+(∂v/∂y)dy 

図－A.3 2次元の直ひずみと直応力 
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図－A.4  微小要素に作用する直応力と体積力 
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図－A.5 せん断ひずみと変形 
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図－A.6 2次元のせん断ひずみとせん断応力 

A B dx 

C 

y 

dy 

x 

D 

γ

τyx' 

τyx' 

τxy' τxy 

図－A.7  微小要素に作用するせん断応力 
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付録－付録－付録－付録－2.2.2.2.BBBB    ラプラス演算の直交座標系から極座標ラプラス演算の直交座標系から極座標ラプラス演算の直交座標系から極座標ラプラス演算の直交座標系から極座標系系系系への変換への変換への変換への変換    

 直交座標と極座標の関係および直交座標の導関数を示す． 

θcosry = ， θcos=
∂
∂
r

y
， θ

θ

sinr
y −=

∂
∂

･････(B.1)1,2,3 

θsinrz = ， θsin=
∂
∂
r

z
， θ

θ

cosr
z =

∂
∂

･････(B.2)1,2,3 

極座標と直交座標の関係を示すと， 

22 zyr += ･････(B.3) 
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偏導関数を列記すると， 
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２次元の微分公式は， 
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f の yによる２階微分を yにより１階微分した fyのさらなる微分と見なし，式(B.9)の f を fyに置き代えた

２次元の微分公式を適用すると， 
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式(B.17)~ (B.21)に示す 3関数の積に対する偏微分公式を参照して, 

図－B.1 直交座標と極座標 
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O θ 
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f の zによる２階微分を zにより１階微分した fzのさらなる微分と見なし，式(B.10)の f を fzに置き代え

た２次元の微分公式を適用すると， 
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式(B.17)~ (B.21)に示す 3関数の積に対する偏微分公式を参照して, 
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式(B.12)，(B.14)を合計して展開すると， 
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式(B.15)の右辺 1,8項，5,12項，6,13項が残留し，さらに cos2θ+sin2
θ=1を考慮すると， 
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上記がラプラス演算の直交座標系から極座標系への変換式である． 

 

偏微分公式の確認 
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のとき, 
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付録－付録－付録－付録－2.2.2.2.CCCC    一周積分一周積分一周積分一周積分    

 一周積分の積分方法を解説する．簡単のため折れ閉直線の例を用いて説明するが，曲線の場合は曲線

が無限に短い折れ直線の集合と考え，分割数 k→∞とすれば閉曲線に対しても以下の説明が適用できる．

図－C.1に示すように積分の経路に沿って s座標をとり閉直線を一周する線積分を考える． 

[ ] oi

k

i

i
i

k

i

i

i

k

i
slsdsds ==== ∑∑∫∑∫ =

+
=

+

= 1

1

1

1

1
･････(C.1) 

上記では閉直線を i = 1～k までの折れ線に分割し，第 i 番目の線素の長さを l i と表記している．結果

的に上記の一周積分は全周長 soになる． 

 次に定められた一点と線分の間の足の長さ r i を積分の経路長 dsに乗じる面積分を考える．定められた

一点が閉直線の内側にある場合も，外側にある場合も結果が同じになり，閉直線で囲まれる多角形の面

積の 2倍，2Aoになることを示す．このことを式に書き出すと以下となる． 

[ ] o

k

iii

k

i

i
i

k

i ii

i

i

k

i
Alrsrdsrrds 2POP2 1ii11

1

1

1

1
===== +==

+
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= ∑∑∑∫∑∫ △ ･････(C.2) 

上記では，ある一点から各辺に下した垂線の長さを r i として，その辺の両端の頂点を Pi と Pi+1とすると

き，その辺に対応した積分が△OPiPi+1の２倍の面積となり，そのことを全ての辺に対して繰り返すこと

で閉直線が囲む多角形の面積の 2倍，2Aoになることを示している． 

 以上の計算を具体的に三角形の面積の和として示す．最初に図－C.2に示すように定められた一点 O1

が閉直線の内側にある場合を示す．四角形の頂点を A，B，C，D として O1から各辺に下した垂線の足

を H1，H2，H3，H4 とする．この積分は以下のように表現できる． 

oAC

rds

2DAO2CDO2BO2ABO2

DA･HOCD･HOBC･HOAB･HO

1111

41312111

=+++=

+++=∫
△△△△

･････(C.3) 

次に前述と同じ多角形 ABCD に対して，定められた一点 O2が閉直線の外側にある場合を示す．各辺に

下した垂線の足を H1'，H2'，H3'，H4' とする．この積分は以下のように表現できる．図－C.3(a)は辺 AB

に対する積分を，同図(b) は辺 BC，CD，DA の積分を示している． 

oAC

rds

2DAO2CDO2BO2ABO2

DA･HOCD･HOBC･HOAB･HO

2222

42322212

=+++−=

′+′+′+′−=∫
△△△△

･････(C.4) 

ここで第一項に負記号が付く理由は積分の方向 A から B に向かって見た時，O2が右側にあるためであ

る．他の辺については全て積分の方向に向かって見た時，O2が左側にある．このことは最初の例につい

ても同様で全ての辺に対して定められた一点 O1 は積分の方向に向かった時，左側にある．このことは

式(C.2)に立ち返ったとき，積分の経路に向って立った時，定められた一点が左側にある時は r iを正とし，

右側にある時は負とすることに相当する．図－C.4に経路が曲線の場合の r の正負の考え方を示す．
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A 

図－C.2 内点回りの一周面積分 
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H2 

H3 

H4 

A 

図－C.3 外点回りの一周面積分 
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D 

O2 
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(a) A→B の積分 

A B 
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(b) B→C→D→A の積分 

H2' 

H3' 

H4' 

図－C.1 一周線積分 

線素 1 

線素 2 
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線素 k 
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頂点 2 

頂点 3 
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図－C.4 曲線面積分の r の正負 

r > 0 

ds 
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dA=rds/2 

(a) r が正の場合 

r < 0 

ds 

O 

dA=rds/2 < 0 

(b) r が負の場合 
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付録付録付録付録－－－－2.2.2.2.DDDD    矩形棒の応力関数の誘導矩形棒の応力関数の誘導矩形棒の応力関数の誘導矩形棒の応力関数の誘導    

((((1) 1) 1) 1) 特解と一般解特解と一般解特解と一般解特解と一般解    

 2.5 節で紹介したように，式(5.5)で表される純ねじり問題の応力関数 faiは断面内で以下の条件を満た

す必要がある． 

ϑG
z

f

y

f aiai 2
2

2

2

2

−=
∂

∂
+

∂
∂

 

これをラプラシアン▽を用いて表示すると， 

ϑGfai 22 −=∇ ･････(D.1) 

ただし，境界条件として断面の周縁で式(5.7)を満足する必要がある． 

fai = 0･････(D.2)    

 矩形断面に対する応力関数の解は，2.12 節で示したように，式(12.3)で表せられる薄板の純ねじりの

応力関数 fai を特解に含む必要がある． 

式(12.3)の薄板の純ねじりの応力関数 fai を特に fai0と表すことにすれば， 

( ) 









−= 2

2

0 4
, y

t
Gzyfai ϑ  

図－D.1に示すような矩形断面では，t → 2a となるので上式は， 

( ) 












−= 2

2

0 4

4
, y

a
Gzyfai ϑ ･････(D.3) 

これより， 

( ) ( )22
0 , yaGzyfai −= ϑ ･････(D.4) 

したがって，矩形断面に対する応力関数の一般解を fai と表すことにすると，fai は新たな関数 fvを用いて 

( ) ( ) ( )zyfyaGzyf vai ,, 22 +−= ϑ ･････(D.5) 

という形をとる必要がある． 

 

((((2) 2) 2) 2) 境界条件の導入境界条件の導入境界条件の導入境界条件の導入 

式(D.5)を(D.1)に代入して， 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ϑϑϑ GzyfyaG
z

zyfyaG
y

vv 2,, 22
2

2
22

2

2

−=+−
∂
∂++−

∂
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上式左辺の偏微分を実行すると， 

( ){ } ( ){ } ϑϑ Gzyf
z

zyf
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G vv 2,,2
2

2

2

2
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よって全断面において， 
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∂
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vvv fzyf
z

zyf
y

･････(D.6) 

また，周縁において 

y = ±a では式(D.2)を満足する必要があり， 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,, 22 =±=±+−=± zafzafaaGzaf vvai ϑ  

すなわち， 

( ) 0, =± zafv ･････(D.7) 

a a 

b 

b 

z 

y 

図－D.1 矩形棒の断面 
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z = ±b でも式(D.2)を満足する必要があり， 

( ) ( ) ( ) 0,, 22 =±+−=± byfyaGbyf vai ϑ  

すなわち， 

( ) ( )22, ayGbyfv −=± ϑ ･････(D.8) 

式(D.6)～(D.8)を満足する方程式 fvの解を求めるに際して，次のように変数の分離を行う． 

( ) ( ) ( )zgygzyf zyv ･=, ･････(D.9) 

この関係を式(D.6)に代入すると， 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } 0
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ここに， yy g
y

g
2

2

∂
∂=″

， zz g
z

g
2

2

∂
∂=″

である． 

上式を変形して関数の比を-λ2
とすると， 

2
λ−=

″
−=

″

z

z

y

y

g

g

g

g
･････(D.11) 

ここに，λは正の定数である． 

したがって，変数分離された結果は以下となる． 

02 =+″
yy gg λ ･････(D.12) 

02 =−″
zz gg λ ･････(D.13) 

それぞれ式(D.12)，(D.13)の解は以下である． 

yByAgy λλ sincos += ･････(D.14) 

zDzCgz λλ sinhcosh += ･････(D.15) 

 

断面は２軸対称のため式(D.9)の fv(y,z)=gy(y)･gz(z)は y，zに関して偶関数である必要がある． 

このことより式(D.14)，(D.15)において， B = D = 0でなければならない． 

よって，任意の係数を Eとして，式(D.9)を表すと， 

( ) zyEggzyf zyv λλ･ coshcos, == ･････(D.16) 

 

((((3) 3) 3) 3) 解の級数近似解の級数近似解の級数近似解の級数近似 

式(D.16)は式(D.7)を満足しなければならないから， 

( ) ( ) ( ) 0coshcos, =±±=± aaEzafv λλ  

( ) ( )aa λλ coscos =− に留意すると，上記を満足するλは以下である． 

a

n

2

π

λ= ， n = 1,3,5,･･ ･･ ･･   ･････(D.17) 

式(D.17)を(D.16)に代入すると， 
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， n = 1,3,5, ･･ ･･ ･･   ･････(D.18) 

重ね合わせの手法より式(D.18)を級数表示して， 
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( ) 
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以下のように式(D.19)を(D.6)の左辺へ代入すると 0 となり，式(D.19)が全断面で式(D.6)を自動的に満足

することが分かる． 
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式(D.19)において z=±bを代入して式(D.8)の左辺とすれば， 

( ) ( )22
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ここで上式中の， 




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
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に留意し，上式を書き代えると以下となる． 
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ここに Fnは以下である． 
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･････(D.23)  

 

 フーリエ級数の方法により，式(D.22)の両辺にΣcos(nπy/2a)を乗じて-a～a の間で積分して係数 Fnを

求める．式(D.22)の nを i と表記し，新たに乗じるΣcos(nπy/2a) の nを j で表記することにすれば， 
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上式左辺の被積分関数を展開すると， 
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上式の左辺の被積分関数の各項は一般化して次のように表せる． 
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ここに，I ij は以下の式である． 
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上式は三角関数の積の公式を用いた後，積分すると i ≠ j の場合，消滅し，i = j の場合，残存する． 

この誘導式は式(D.51)～(D.57)で i，j が奇数であることに留意し，i = 2k -1，j = 2l -1を用いて説明する． 

式(D.27)左辺の i = j の項のみを残存させると， 
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上式を総和記号を用いて表すと， 
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((((4) 4) 4) 4) 積分の実施積分の実施積分の実施積分の実施 

式(D.30)の j の表記を nに戻して，左辺は三角関数の倍角公式，右辺は部分積分を施すと， 
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以下では上式の第 n項について計算する．右辺の最終項に再度部分積分を施して， 
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上式右辺において，n = 1,3,5, ･･ ･･ ･･に留意すると， 
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上式右辺を式(D.23)の左辺として，Enについて解けば， 
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式(D.5)に(D.19)を代入すると， 
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上式に式(D.37)を代入して 
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((((5) 5) 5) 5) 三角関数の直交性の利用三角関数の直交性の利用三角関数の直交性の利用三角関数の直交性の利用    

 式(D.28)で示した下式は三角関数の積の公式を用いた後，積分すると i ≠ j の場合は消滅し，i = j の

場合は残存する．以下にこのことを説明する． 
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i，j については 1,3,5,･･ ･･ ･･であるから，i = 2k -1，j = 2l -1，k，l = 1,2,3,･･ ･･ ･･に置き代えると， 
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三角関数和算公式より， 
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i ≠ j の場合，上式中 k ≠ l であるから，積分を行い I ij を計算すると， 




























 −
−

+














 −+
−+

=
−−

a

a

a

a

i
ij y

a

lk

lk

a
y

a

lk

lk

aF
I π

π

π

π

sin
11

sin
1

12
････(D.54) 

 ( ) ( )























 −−−






 −
−

+














 −−+−






 −+
−+

= a
a

lk
a

a

lk

lk

a
a

a

lk
a

a

lk

lk

aFi
ππ

π

ππ

π

sinsin
11

sin
1

sin
1

12
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )






 −+−

−
+−++−+

−+
= ππ

π

ππ

π

lklk
lk

a
lklk

lk

aFi sinsin
1

1sin1sin
1

12
 

 ( ) ( ) 000
1

00
1

12
=







 +

−
++

−+
=

ππ lk

a

lk

aFi
････(D.55) 

 

i = j の場合，式(D.53)の k = l であるから I ij を計算すると， 
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 aFi= ････(D.57) 

式(D.55)，(D.57)より I ij は i ≠ j の場合は消滅し，i = j の場合は残存し Fiaとなる． 
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