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００００．はじめに．はじめに．はじめに．はじめに    

 本資料は，線形座屈理論の概要について以下の順に纏めたものである． 

 １章では，微小要素の力の釣合から得られる，バネと柱の軸力と伸縮変位の関係式，はり，板のたわ

みに関する微分方程式について備忘録として掲載する．併せてこれらの関係式や微分方程式に相似性が

あり，密接に関連していることを示す．さらに，柱，板の座屈に関する微分方程式についても示す． 

 ２章では，１章で述べた柱，板のたわみや座屈に関する微分方程式の誘導過程を紹介する．式の展開

に重点をおき，誘導に用いる基礎理論や基本式等に関する解説は文献 1)～5)を参照されたい． 

 ３章では，板の座屈に関する重要なパラメータである，幅厚比 b/t，座屈係数 k，幅厚比パラメータ R

等について紹介する． 

 ４章では，まず，エネルギー原理に基づく構造解析の体系を俯瞰する．次に，文献 3)，6)，7)に準拠

して線形座屈解析の理論を紹介する． 

 ５章では，４章にて紹介したエネルギー原理に従って，はり部材や板要素が座屈変形を起こすときの

内部エネルギーの計算式を示す． 

 ６章では，Timoshenko（チモシェンコ）のエネルギー法による柱，無補剛板，補剛板の座屈解析につ

いて示す． 

 柱や無補剛板の座屈については，微小要素の力の釣合に基づく方法によっても，エネルギー法によっ

ても座屈問題を取り扱うことができるが，補剛板については力の釣合に基づく方法で問題を扱うことは

複雑困難である．それに対して，エネルギー法によれば容易に解析の方程式が立てられることが理解さ

れる．補剛板の具体的な座屈解析の方法については，Webページに掲載の別資料「(補足資料 2) 補剛板

全体パネルの座屈応力と座屈係数」にて紹介する． 
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構造名称 構造モデル 力の釣り合い→微分方程式→解 エネルギー理論による解釈 
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 文献 6)には，直交異方性板として

曲げ剛度 Dx，Dyを用いた式が掲載さ

れている． 

全ポテンシャルゼロ 

Up：板母材に蓄えられる内部エネルギー 

UL：縦リブに蓄えられる内部エネルギー 

UT：横リブに蓄えられる内部エネルギー 

Tp：板母材になされる外力仕事の増分 

TL：縦リブになされる外力仕事の増分 

 

 

表－1.1 各種構造の基礎式と座屈解析の基礎式の比較 
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１．基礎１．基礎１．基礎１．基礎式式式式のののの一覧一覧一覧一覧    

 微小要素の力の釣合から得られる，バネと柱の軸力と伸縮変位の関係式，はり，板のたわみや座屈に

関する微分方程式について，各々の構造の解析に必要なエネルギー原理式とともに表－1.1 に示す．同

表には補剛板の座屈に関しても示したが，微小要素の力のつり合いに基づく微分方程式は複雑であるた

め，その解析の基礎式に必要となるエネルギー原理式のみを示した．なお，同表中の u，vおよび wは，

それぞれ 3次元座標軸 x，yおよび z軸方向の変位を表している．また，柱部材に関しては，部材軸方向

に x 軸，たわみの方向に z軸を設け，それらと直交する方向に y 軸を設けるものとする．さらに，板に

関してはその面内に x，y 軸を，たわみの方向に z軸を設定する．各座標軸方向に生ずる直ひずみを εx，

εy，εz，各座標軸が作る面内に生ずるせん断ひずみを γxy (= γyx)，γyz (= γzy)，γzx (= γxz)，各座標軸方向に生

ずる直応力を σx，σy，σz，各座標軸が作る面内に生ずるせん断応力を τxy (= τyx)，τyz (= τzy)，τzx (= τxz)と表

すことにする． 

 

１．１１．１１．１１．１    バネの関係式バネの関係式バネの関係式バネの関係式 

 図－1.1に示すように，バネに作用する荷重を P，バネ定数を k，バネに生ずる伸び変位を uとすれば，

荷重と変位の関係は次式で表される． 

kuP =          (1.1) 

 

１．１．１．１．２２２２    柱柱柱柱の関係式の関係式の関係式の関係式 

 図－1.2に示すように，柱部材に作用する荷重を P，弾性係数を E，断面積を A，バネに生ずる変位を

uとする．Hooke（フック）の法則により，部材軸方向の応力 σとひずみ εの関係は， 

εσ E=          (1.2) 

 部材軸方向の応力 σは荷重 P と断面積 A を用いて次のように表される． 

A

P=σ          (1.3) 

 また，部材軸方向のひずみ εは部材長 L と変位 uを用いて次式で表される． 

L

u=ε          (1.4) 

 式(1.3)，(1.4)を式(1.2)に代入することによって，荷重 Pと変位 uの関係は次式で表される． 

u
L

EA
P =         (1.5) 

 

１．１．１．１．３３３３    はりはりはりはりののののたわみのたわみのたわみのたわみの微分方程式微分方程式微分方程式微分方程式 

 図－1.3 に示すように，変形したはり部材の任意点において，部材軸方向の長さ dx の微小要素が dw

 

 

 

 

 

 

図－1.1 バネに作用す

る荷重と変位 

u 

P 

図－1.2 柱部材の軸力と

変位の関係 

L 

P 

軸力を受ける柱部材： 
弾性係数 E，断面積 A 

x 

u 

図－1.3 変形したはりのたわみ

とたわみ角 

dx

dw
y

=θ

z  

y 
x 

w 

dx θy 
dx 

dw 
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だけたわんでいるものとし，はりのせん断変形の影響が無視できるものとすれば，たわみ角 θyは次式で

表される．（せん断変形を考慮したはり理論については別資料にて解説する．） 

dx

dw
y

=θ         (1.6) 

 変形が小さければ，式(1.6)をさらに 1階微分したものは，近似的に曲率 φに等しくなる． 

2

2

dx

wd

dx

d
y =≅

θ
ϕ         (1.7) 

 曲率 φと曲げモーメント Myの関係は次式で表される． 

2

2

dx

wd
EIEIM

y
−=−= ϕ        (1.8) 

 式(1.8)を 1階微分して曲げモーメントとせん断力 Szの関係 Sz = dMy/dxを代入し，さらにこれを 1階微

分してせん断力 Szと分布荷重 qzの関係 qz=－dSz/dxを代入すると，分布荷重 qzとたわみ w の関係を表す

次の微分方程式が得られる． 

z
q

dx

wd
EI =

4

4

        (1.9) 

 式(1.9)は 4階の微分方程式であるから，その一般解は次のように与えられる． 

edxcxbxaxw ++++= 234       (1.10) 

 なお，はり部材のたわみの微分方程式の誘導については，２章にて詳細に説明する． 

 

１．１．１．１．４４４４    板板板板ののののたわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式 

 詳細は省略するが，面外（z軸）方向に分布荷重 q を受ける板のたわみ w に関する（偏）微分方程式

は次式で与えられる． 

q
y

w

yx

w

x

w
D =









∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

4

4

22

4

4

4

2       (1.11) 

 式(1.11)において，D は板曲げ剛度と呼ばれ，次式で表される． 

( )2

3

112 ν−
= Et

D         (1.12) 

 ここに，E：弾性係数，t：板厚，および ν：Poisson（ポアソン）比である． 

 式(1.11)については，一般的に次の Fourier（フーリエ）級数解が仮定される． 

∑∑
∞

=

∞

=
=

1 1

sinsin
m n

mn b

yn

a

xm
Aw

ππ
       (1.13) 

 なお，板のたわみの微分方程式の誘導については，２章にて詳細に説明する． 

 

１．１．１．１．５５５５    柱柱柱柱のののの座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式 

 圧縮力 P を受ける柱部材の任意点 x のたわみが w で，その断面の曲げモーメントが Myであるとき，

この任意点で切断した自由物体の力のつり合いから次式が得られる． 

0=+− PwM
y

        (1.14) 

 一方，柱部材の曲げモーメント M と曲率の関係は次式で表される． 
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2

2

dx

wd
EIM

y
−=         (1.15) 

 ここに，E：弾性係数，および I：断面二次モーメントである． 

 式(1.14)を式(1.15)に代入すると， 

0
2

2

=+ Pw
dx

wd
EI         (1.16) 

 式(1.16)を xに関して 2階微分すると 

0
2

2

4

4

=+
dx

wd
P

dx

wd
EI         (1.17) 

 式(1.17)の一般解は， 

kxBkxAw cossin +=        (1.18) 

 式(1.18)において， 

EI

P
k =          (1.19) 

 式(1.18)を種々の境界条件を与えれば，一般的に弾性座屈応力 σcr は次のように表される． 

( ) AL

EI
cr 2

2

β
πσ =         (1.20) 

 ここに，β：柱部材両端の境界条件によって決まる有効長さ係数，L：柱部材の長さ，および A：柱部

材の断面積である． 

 

１．１．１．１．６６６６    板板板板のののの座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式 

 一様な圧縮応力 σを受ける板の微分方程式は次式で表される． 

02
2

2

4

4

22

4

4

4

=
∂
∂+









∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

x

w
t

y

w

yx

w

x

w
D σ     (1.21) 

 ここに，D：式(1.12)で表される板曲げ剛度，t：板厚である． 

 式(1.21)の一般解は次式で仮定される． 

y
b

n
x

a

m
Aw

mn

ππ
sinsin=       (1.22) 

 ここに，Amn：係数，a，b：それぞれ板の圧縮軸方向長さ，板幅，m，n：それぞれ板の圧縮軸，板幅

方向の正弦半波数である． 

 板が 4辺単純支持条件にある場合，弾性座屈応力 σcrは次のように表される． 

( )
ecr

k
tb

D

b

a

m

n

a

b
m σπσ =







 +=
2

222

      (1.23) 

 式(1.23)において，σeは次式で表される Eulerの基本座屈応力である． 

2

2

tb

D
e

πσ =         (1.24) 

 

１．１．１．１．７７７７    補剛板補剛板補剛板補剛板のののの座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式 

 一様な圧縮応力を受ける補剛板の微分方程式を微小要素の力のつり合いから導くことは困難である．
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このため，本資料では，同微分方程式についての説明は省略する． 

 

２２２２．．．．微分方程式の誘導微分方程式の誘導微分方程式の誘導微分方程式の誘導 

 本章では，はりと板のたわみ，柱部材と板の座屈に関する微分方程式の誘導過程について詳細に示す．

なお，本章においても，１章と同様に，u，v および w は，それぞれ 3 次元座標軸 x，y および z軸方向

の変位を表すものとする． 

 

２２２２．．．．１１１１    はりはりはりはりののののたわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式 

 図－2.1を参照すると，x軸方向の直ひずみ εxは次式にて定義される． 

( )
dx

du

x

u
Lim

x

uuu
Lim

xxx
=

∆
∆=

∆
−∆+=

→∆→∆ 00
ε       (2.1) 

 式(2.1)の直ひずみは，図－2.2 に示すような 2 次元状態に対しても，各座標軸方向に対して個別に定

義できる．因みに，せん断ひずみについては，図－2.3 に示す 2 次元の微小要素の変形を考えることに

よって次式で定義される． 

y

u

x

v
yxxy ∂

∂+
∂
∂== γγ         (2.2) 

 ひずみとたわみの関係について求めるため，図－2.4および 2.5を参照するとたわみ角 θyは， 

dx

dw
yy

=≅ θθ tan         (2.3) 

 たわみ角 θyに伴う，任意点の断面内の x軸方向変位 uは， 

dx

dw
zzzu

yy
−=−≅−= θθsin        (2.4) 

 式(2.4)の両辺を xで 1階微分して式(2.1)の関係を用いると，x軸方向ひずみ εxとたわみの関係は 

2

2

dx

wd
z

dx

du
x

−==ε         (2.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2.1 部材軸方向の変位 

(a) 軸力を受ける棒部材 
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(b) 微小要素の変形 
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図－2.2 2次元の直ひずみと変形 
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図－2.3 せん断ひずみと変形 
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図－2.4 はりのたわみとたわみ角 
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dw 

図－2.5 たわみ角と曲率 
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 一般的に，はりや柱部材では次のように，部材軸に直角な y，z軸方向の直応力は無視（断面内無応力

の仮定）される． 

0==
zy

σσ          (2.6) 

 また，せん断ひずみは微小であるため次のように表す． 

0==
yzzx

γγ          (2.7) 

 式(2.5)より，Hookeの法則を用いると，軸方向応力 σxは次のように表される． 

2

2

dx

wd
Ez

dx

du
EE

xx
−=== εσ        (2.8) 

 図－2.6～2.8を参照すると，はり断面の幅を b，高さを t として式(2.8)を用いると，断面に生ずるモー

メント Myは 

2

2

2

232

2

3

2

2

2

2

2

2

2
2

2 2

2
2

2

123 dx

wd
EI

dx

wdbt
E

z

dx

wd
bE

dzz
dx

wd
bEzdz

dx

wd
bEzzdzbM

t

t

t

t

t

t

t

t xy

−=−=




−=

−=−==

−

−−− ∫∫∫ σ
    (2.9) 

 式(2.9)において，I は y軸まわりの断面二次モーメント（= bt3/12）である． 

 図－2.9に示すように，単位幅 b = 1のはりに z軸方向の分布荷重 qzが作用しているものとすれば，微

小要素の z軸方向の力のつり合いより， 

0=+






 ++−=∑ dxqdx
dx

dQ
QQV

z

z

zz
      (2.10) 

 ここに，Qz：z軸方向のせん断力である． 

 式(2.10)を dxで除して， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2.9 分布荷重と断面力の関係 
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図－2.6 微小要素の応力と断面力 
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図－2.7 応力と曲げモーメントの関係 
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図－2.8 曲げモーメントに伴う微

小要素の曲げ応力分布 
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z

z q
dx

dQ −=          (2.11) 

 図－2.9に示す微小要素について，y軸まわりのモーメントの釣り合いを考える．ただし，同図に示す

ように，曲げモーメント My は，はりが下に凸に変形するように生ずるものを正とする．反時計回りを

正とする微小要素のモーメントのつり合い式は次のようになる． 

0
2

=−






 +−






 ++−=∑
dx

dxqdxdx
dx

dQ
Qdx

dx

dM
MMM

z

z

z

y

yy
   (2.12) 

 式(2.12)を dxで除して， 

0
2

=−−−
z

z

z

y q
dx

dx
dx

dQ
Q

dx

dM
      (2.13) 

 式(2.13)において高次の微小項を省略すると， 

z

y Q
dx

dM
=          (2.14) 

 式(2.14)を xについて 1階微分して，さらに式(2.11)の関係を代入すると， 

z

zy q
dx

dQ

dx

Md
−==

2

2

        (2.15) 

 式(2.9)を xについて 2階微分して，さらに式(2.15)の関係を代入すると， 

z

y q
dx

wd
EI

dx

wd
EI

dx

d

dx

Md
−=−=







−=
4

4

2

2

2

2

2

2

      (2.16) 

 したがって，次式が成立する． 

z
q

dx

wd
EI =

4

4

         (2.17) 

 式(2.17)は弾性曲線方程式とも呼ばれる．はり理論における曲げモーメント，せん断力と荷重強度の

関係を表－2.1に纏めて示す． 

 

２２２２．．．．２２２２    板板板板ののののたわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式たわみの微分方程式 

２２２２．．．．２．１２．１２．１２．１    応力とひずみの関係応力とひずみの関係応力とひずみの関係応力とひずみの関係 

 図－2.10に示すように，x，y，z軸方向の長さがそれぞれ 1である正方 6面体を考える．それぞれ同 6

面体の－x軸側の y－z面は x軸方向変位 u，－y軸側の z－x面は y軸方向変位 v，および－z軸側の x－y

表－2.1 はりの曲げモーメント，せん断力と荷重強度の関係 

曲げモーメント y
M  

21
CxCdxqM

zy
++−= ∫∫  

 ↓ 微分 ↑ 積分 

せん断力 
z

y Q
dx

dM
=  1

CdxqQ
zz

+−= ∫  

 ↓ 微分 ↑ 積分 

荷重強度 
z

zy q
dx

dQ

dx

Md
−==

2

2

 z
q−  
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面は z軸方向変位 w が拘束されているものとする．同図(a)に示すように，x軸方向にひずみ εxが生ずる

ように引っ張ると，Poisson（ポアソン）効果によって，y，z軸方向にもひずみを生じる．同 6面体が等

方性材料であるならば，これらのひずみ εy’，εz’は次式で表される． 

xzxy
νεενεε −=′−=′ ,        (2.18)1,2 

 ここに，ν：Poisson（ポアソン）比である． 

 また，同図(b)に示すように，y軸方向にひずみ εyが生ずるように引っ張たときに，z，x軸方向に生ず

るひずみ εz’’ ，εx’’ はそれぞれ次式で表される． 

yxyz
νεενεε −=′′−=′′ ,        (2.19)1,2 

 同様に，同図(c)に示すように，z軸方向にひずみ εzが生ずるように引っ張たときに，x，y軸方向に生

ずるひずみ εx’’’ ，εy’’’ はそれぞれ次式で表される． 

yxyz
νεενεε −=′′′−=′′′ ,        (2.20)1,2 

 それぞれ図－2.10(a)～(c)に示したひずみ εx，εy，εz は，Hooke（フック）の法則によって応力 σx，σy，

σzを用いて次のように表される． 

EEE
z

z

y

y

x

x

σε
σ

εσε === ,,        (2.21)1～3 

 ここに，E：弾性係数である． 

 例えば，x軸方向に生ずる直ひずみを Σεxと表すことにすると，それは，重ね合わせの原理によって式

(2.19)と(2.20)の第 2式，式(2.21)の和として次のように表される． 

xxxx
εεεε ′′′+′′+=∑         (2.22) 

 式(2.22)において，Σεxを改めて εxと表すことにして，それぞれ式(2.19)と(2.20)の第 2式，式(2.21)の右

辺を代入すると， 

zy

x

x E
νενεσε −−=         (2.23) 

 式(2.23)右辺第 2，3項に式(2.21)の第 2，3式を代入すると， 

( )
zyx

zyx

x EEEE
νσνσσσν

σ
νσε −−=−−= 1

     (2.24)1 

 y，z方向の直ひずみについても同様に次のように表される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2.10 微小要素のひずみと変形 

(a) x軸方向への引張 
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(b) y軸方向への引張 
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(c) z軸方向への引張 
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1 
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( )
zyxy E

νσσνσε −+−= 1
        (2.24)2 

( )
zyxz E

σνσνσε +−−= 1
        (2.24)3 

 板厚方向を z軸方向として，x－y面内にある板のひずみと応力の関係を求める．一般的に板の問題で

は板厚方向の応力は 0，即ち σz = 0と仮定される．これは平面応力状態と呼ばれる．式(2.24)の第 1，2

式に σz = 0を代入すると， 

( ) ( )
yxyyxx EE

σνσενσσε +−=−= 1
,

1
      (2.25)1,2 

 式(2.25)を σy，σzについて連立させて解けばそれぞれ次式が得られる． 

( ) ( )
yxyyxx

EE ενε
ν

σνεε
ν

σ +
−

=+
−

=
22 1

,
1

      (2.26)1, 2 

 また，板面内に生ずるせん断応力 τxyとせん断ひずみ γxyの関係は，せん断弾性係数 Gを用いて次のよ

うに表される． 

xyxy
Gγτ =          (2.27) 

 因みに，3 次元応力状態に対する x，y，z 軸方向の直応力 σx，σy，σzは式(2.24)を σx，σy，σzについて

連立させて解くことによって次のように表される． 

( )( ) ( ){ }
zyxx

E νενεεν
νν

σ ++−
−−

= 1
121

      (2.28)1 

( )( ) ( ){ }
zyxy

E νεεννε
νν

σ +−+
−−

= 1
121

      (2.28)2 

( )( ) ( ){ }
zyxz

E εννενε
νν

σ −++
−−

= 1
121

      (2.28)3 

 式(2.24)は εx，εy，εzを従属変数，σx，σy，σzを独立変数とする 3元 1次連立方程式と見なすことができ

て，マトリックス－ベクトル表示すれば次のように表される． 

































−−
−−
−−

=
















z

y

x

z

y

x

E
σ
σ
σ

νν
νν
νν

ε
ε
ε

1

1

1
1

 

 例えば，式(2.28)の第 1 式は，上式に対して Cramer（クラメル）の公式を適用して得られる次の行列

式を Sarrus（サラス）の展開によって解くことによって求められる． 

EEE

EEE

EEE

EE

EE

EE

z

y

x

x

1

1

1

1

1

νν
νν
νν

νε
νε
ννε

σ
−−

−−
−−

−
−
−−

=      (2.29) 

 式(2.28)の第 2，3式についても同様にして導くことができる． 
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２２２２．．．．２．２２．２２．２２．２    たわみとひずみ，応力の関係たわみとひずみ，応力の関係たわみとひずみ，応力の関係たわみとひずみ，応力の関係 

 図－2.11に示すように，板面内に x－y 座標軸，面外方向に z軸を定義すると，それぞれ x，y 軸まわ

りのたわみ角 θx，θyは，図－2.12に示すように，y－z，z－x面内の変形を考えることによって次のよう

に表される． 

x

w

y

w
yyxx ∂

∂=≅
∂
∂=≅ θθθθ tan,tan      (2.30)1,2 

 図－2.12に示す微小要素の中立面から z離れた点の x，y方向変位 u，vはそれぞれ次式で表される． 

y

w
zzzv

x

w
zzzu

xxyy ∂
∂−=−≅−=

∂
∂−=−≅−= θθθθ sin,sin    (2.31)1,2 

 式(2.1)の関係を用いると，x，y方向の直ひずみ εx，εyは次のように表される． 

2

2

2

2

,
y

w
z

y

u

x

w
z

x

u
yx ∂

∂−=
∂
∂=

∂
∂−=

∂
∂= εε       (2.32)1,2 

 板幅に比べて板厚の小さい薄板に関しては，一般的に面外せん断ひずみは 0と見なされる．即ち，γzx 

= γyz = 0である．（Kirchhoff（キルヒホッフ）の仮定と呼ばれる．）残るせん断ひずみのうち，面内せ

ん断ひずみ γyxは，式(2.2)に式(2.31)を代入して， 

yx

w
z

yx

w
z

xy

w
z

x

v

y

u
xy ∂∂

∂−=
∂∂

∂−
∂∂

∂−=
∂
∂+

∂
∂=

222

2γ      (2.33) 

 式(2.32)と(2.33)を式(2.26)，(2.27)に代入すると， 

( ) 








∂
∂+

∂
∂

−
−=









∂
∂−

∂
∂−

−
=+

−
=

2

2

2

2

22

2

2

2

22 111 y

w

x

wEz

y

w
z

x

w
z

EE
yxx

ν
ν

ν
ν

νεε
ν

σ   (2.34)1 

( ) 








∂
∂+

∂
∂

−
−=









∂
∂−

∂
∂−

−
=+

−
=

2

2

2

2

22

2

2

2

22 111 x

w

y

wEz

x

w
z

y

w
z

EE
xyy

ν
ν

ν
ν

νεεσ
ν

  (2.34)2 

yx

w
GzG

xyxy ∂∂
∂−==

2

2γτ        (2.35) 

 

２２２２．．．．２．３２．３２．３２．３    断面力と応力，ひずみの関係断面力と応力，ひずみの関係断面力と応力，ひずみの関係断面力と応力，ひずみの関係 

 板の微小要素には，図－2.13に示す応力と，図－2.14に示すようにそれに伴う単位幅あたりの断面力

が発生する．せん断流理論によって，面外せん断応力 τyz，τxz は放物線分布を呈し，各々の z－x，y－z

面における積分が単位幅あたりの面外せん断力 Qyz，Qxzとなる．なお，せん断流理論については別資料

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－2.11 板の座標系と z－x，y－z面 

中立面 
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y－z面（x=一定） 
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図－2.12 板断面内の変位 
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にて説明する．また，単位幅あたりの x，y軸まわりの曲げモーメント Mx，My，ねじりモーメント Mxy，

Myxは，はりの曲げモーメントと同様に，応力を微小要素の側面積で積分したものに等しい． 

∫∫∫∫ −−−−
==== 2

2

2

2

2

2

2

2
,,,

t

t yxyx

t

t xyxy

t

t xy

t

t yx
zdzMzdzMzdzMzdzM ττσσ   (2.36)1～4 

 ただし，曲げモーメント Mx，Myについては微小要素を+z軸方向に凸に変形させる向きを正とする． 

 式(2.36)の第 3，4式については，共役せん断応力の法則（資料「共役せん断応力」参照）により，τxy = 

τyxであるから，次の関係が成立する． 

yxxy MM =          (2.37) 

 式(2.36)の第 1式に式(2.34)の第 1式を代入すると， 

[ ] 








∂
∂+

∂
∂−=









∂
∂+

∂
∂

−
−=









∂
∂+

∂
∂

−
−=










∂
∂+

∂
∂

−
−=









∂
∂+

∂
∂

−
−==

−

−−− ∫∫∫

2

2

2

23

2

2

2

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2
2

2

1213

1

1

11

x

w

y

w
D

t

x

w

y

wE
z

x

w

y

wE

dzz
x

w

y

wE
dz

x

w

y

wEz
zdzM

t

t

t

t

t

t

t

t yx

νν
ν

ν
ν

ν
ν

ν
ν

σ
 (2.38)1 

 式(2.38)の第 1式において，D は次式で定義される板曲げ剛度である． 

( )2

3

112 ν−
= Et

D          (2.39) 

 式(2.38)の第 1式と同様にして， 










∂
∂+

∂
∂−=

2

2

2

2

y

w

x

w
DM

y
ν        (2.38)2 

 式(2.36)の第 3式に式(2.35)を代入すると， 

[ ]
yx

wGt
z

yx

w
G

dzz
yx

w
Gdz

yx

w
GzzdzM

t

t

t

t

t

t

t

t xyxy

∂∂
∂−=

∂∂
∂−=

∂∂
∂−=









∂∂
∂−==

−

−−− ∫∫∫

23
2

2

3

2

2

2

2

2
2

2

2

22

2

63

1
2

22τ
  (2.40) 

 式(2.40)のせん断弾性係数 G は，弾性係数 E，Poisson（ポアソン）比 νを用いて次のように表される．

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－2.13 板の微小要素に生ずる応力 
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図－2.14 板の微小要素に生ずる断面力 
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この関係が成立する理由については，別資料「せん断弾性係数と Poisson比，弾性係数の関係」を参照

されたい． 

( )ν+
=

12

E
G          (2.41) 

 式(2.39)を弾性係数 E について解けば， 

( ) 32112 tDE ν−=        (2.42) 

 式(2.41)を式(2.40)の最右辺に代入すると， 

( )
( ) ( )νν

ν
−=−

+
= 1

6112

12

1
33

2

t

D

t

D
G       (2.43) 

 式(2.43)を式(2.40)に代入すると， 

( ) ( )
yx

w
D

yx

wt

t

D

yx

wGt
M

xy ∂∂
∂−−=

∂∂
∂−−=

∂∂
∂−=

223

3

23

1
6

1
6

6
νν     (2.44) 

 

２２２２．．．．２．４２．４２．４２．４    微小要素の断面力のつりあい微小要素の断面力のつりあい微小要素の断面力のつりあい微小要素の断面力のつりあい 

 図－2.14に示すように，板の面に作用する分布荷重を qとすれば，微小要素の z軸方向の力の釣り合

い式は次のようになる．  

0=+








∂
∂

++−








∂
∂++−=∑ qdxdydxdy

y

Q
QdxQdydx

x

Q
QdyQV yz

yzyz

xz

xzxz
  (2.45) 

 式(2.45)を整理すると， 

q
y

Q

x

Q yzxz −=
∂

∂
+

∂
∂

        (2.46) 

 微小要素の－x軸側の y－z面の重心を通って y軸に平行な軸まわりのモーメントのつり合い式は， 

0
222

=−








∂
∂

+−+








∂
∂

+−










∂
∂

++−








∂
∂

++−=∑

dx
qdxdy

dx
dxdy

y

Q
Q

dx
dxQdydxdx

x

Q
Q

dxdy
y

M
MdxMdydx

x

M
MdyMM

yz

yzyz

xz

xz

yx

yxyx

y

yyy

 (2.47) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－2.14 板の微小要素に生ずる断面力（再掲） 
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 式(2.47)を整理すると， 

0
22

2 =−
∂

∂
−

∂
∂−−

∂
∂

+
∂

∂ dx
qdxdy

dx
dydx

y

Q
dydx

x

Q
dxdyQdxdy

y

M
dxdy

x

M
yzxz

xz

yxy   (2.48) 

 式(2.48)を dxdyで除して， 

0
22
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 式(2.49)において，微小要素であるから dx→0より， 

y

M

x

M
Q yxy

xz ∂
∂

+
∂

∂
=         (2.50) 

 図－2.14において，微小要素の－y軸側の z－x面の重心を通って x軸に平行な軸まわりのモーメント

のつり合い式は， 

0
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  (2.51) 

 式(2.51)を整理すると， 

0
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∂
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∂
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dxdyQdxdy

x

M
dydx

y

M
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xyx   (2.52) 

 式(2.52)を dxdyで除して， 
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∂
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∂− dy
q
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x

Q
dy

y

Q
Q

x

M

y

M
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xyx     (2.53) 

 式(2.53)において，微小要素であるから dy→0より， 

x

M

y

M
Q xyx

yz ∂
∂

+
∂

∂=         (2.54) 

 式(2.50)を xで 1階偏微分すると， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－2.14 板の微小要素に生ずる断面力（再掲） 
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yx
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Q yxyxz
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∂
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∂ 2
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       (2.55) 

 式(2.54)を yで 1階偏微分すると， 
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xyxyz
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∂ 2
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       (2.56) 

 式(2.55)，(2.56)を式(2.46)の左辺に代入すると， 
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22
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2       (2.57) 

 式(2.57)に式(2.37)，(2.38)，(2.44)を代入すると， 
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 式(2.58)を変形すると以下のようになる． 
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 したがって， 

q
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２２２２．．．．３３３３    柱柱柱柱のののの座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式 

 図－2.15に示すように，柱部材に圧縮力 P を漸増載荷させ，P = Pcr に到達したときに座屈を生じたも

のとする．原点から x だけ離れた点に w なる有限の大きさのたわみが生じた状況を考える．このとき，

原点からx離れた断面に生ずる曲げモーメントMyは図－2.15(c)に示す微小要素の力のつり合いから求め

られる． 

 同要素の水平方向の力のつり合い式は， 

( ) 0=+− dPPP          (2.60) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－2.15 座屈前後の柱の変形 
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(b) 座屈後 
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 式(2.60)より， 

0=dP          (2.61) 

 鉛直方向の力のつり合い式は， 

( ) 0=++−
zzz

dQQQ        (2.62) 

 式(2.62)より， 

0=
z

dQ          (2.63) 

 図－2.15(c)に示す微小要素の右端断面を中心とするモーメントのつり合い式は， 

( ) 0=+−++
yyyz

dMMMdxQPdw      (2.64) 

 式(2.64)を整理して dxで除せば， 

0=−+
dx

dM
Q

dx

dw
P y

z
       (2.65) 

 式(2.65)の両辺を xで 1階微分すると， 

0
2

2

2

2

=−++
dx

Md

dx

dQ

dx

wd
P

dx

dw

dx

dP yz      (2.66) 

 式(2.61)，(2.63)より，軸力 P とせん断力 Qzの x方向の変化率（dP/dx，dQz/dx）も 0であるから， 

0
2

2

2

2

=−
dx

Md

dx

wd
P y

        (2.67) 

 はり，柱部材の曲げモーメント Myとたわみ wの関係を表す式(1.15)を式(2.67)に代入すると， 

0
2

2

4

4

=+
dx

wd
P

dx

wd
EI         (2.68) 

 ここに，E：弾性係数，I：断面二次モーメントである． 

 柱断面の厚さ t，幅 bとして，断面内に一様な圧縮応力 σが生じているものとすれば，圧縮力 P = σtb

より式(2.68)は次のように表せる． 

0
2

2

4

4

=+
dx

wd
tb

dx

wd
EI σ        (2.69) 

 また，式(2.67)は次のように表せる． 

0
2

2

2

4

4

=+
dx

wd
k

dx

wd
       (2.70) 

 式(2.70)において， 

EI

P
k =          (2.71) 

 式(2.70)の一般解は積分定数を A，B，Cおよび D として次のように表せる． 

DCxkxBkxAw +++= cossin       (2.72) 

 式(2.72)に対する境界条件として，x = 0および L にて My = 0および w = 0であるから，B = C = D = 0

と積分定数 Aに関しては次の関係が成立する． 

kLAsin0 =          (2.73) 

 式(2.73)において，A = 0とすると常に座屈によるたわみが発生しないことになる（自明解である）た

め，式(2.73)が満たされるためには次式が成立しなければならない． 
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0sin =kL          (2.74) 

 式(2.74)が成立するためには定数 kは次の値をとらなければならない． 

( )K,3,2,1== m
L

m
k

π
       (2.75) 

 積分定数 B = C = D = 0，および式(2.75)を式(2.72)に代入すると， 

x
L

m
Aw

π
sin=         (2.76) 

 m = 1, 2, 3に対して式(2.76)を概略的に示せば図－2.16のようになる．即ち，座屈による変形は大きさ

（振幅）が定められず，境界条件を満たす無数の正弦波形で表されるため，座屈モードと呼ばれる．さ

らに，式(2.75)を式(2.71)に代入すると， 

EI

P

L

m =π
         (2.77) 

 式(2.77)を P について解けば， 

EI
L

m
P

2

22π=         (2.78) 

 式(2.78)は座屈が発生するときの圧縮力を表しており，特にこれを限界荷重 Pcr と称して次のように表

すことにする． 

EI
L

m
P

cr 2

22π=         (2.79) 

 式(2.79)において m = 1, 2 , 3,…であるから，Pcr は m = 1の場合にその最小値をとることは明らかであ

り，最小値は次のように表される． 

2

2

L

EI
P

cr

π=          (2.80) 

 式(2.80)は基本柱の弾性座屈荷重とも呼ばれる．さらに，式(2.80)を柱部材の断面積 A で除して弾性座

屈応力 σcrで表示すると， 

( )2

2

2

2

2

2

2

rL

E
r

L

E

A

I

L

E

A

P
cr

cr

πππσ ====      (2.81) 

 式(2.81)において，r は次式で定義される断面回転半径を表す． 

A

I
r =          (2.82) 

 ここに，I：柱断面の断面二次モーメントである． 

 また，式(2.81)の最右辺において L/r は細長比と呼ばれ，柱部材の座屈の発生しやすさを表す無次元パ

ラメータである．式(2.81)の σcrと細長比 L/r の関係を概略的に表せば図－2.17のようになる．特に σcrが

 

 

 

 

 

 図－2.16 柱部材の座屈モード 
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降伏応力 σYに等しくなる時の L/r は降伏限界細長比(L/r)0と呼ばれ，式(2.81)に σcr =σYを代入して L/r に

ついて解いた次式で表される． 

Y

E

r

L

σ
π=









0

        (2.83) 

 柱部材の細長比が降伏限界細長比以下であれば，座屈応力が降伏点を上回ることになる．しかし，実

際には柱の初期不整によって，その座屈強度は弾性座屈応力に比べて低下し，とりわけ降伏限界細長比

あたりでの低下が大きいため，道路橋示方書では別途耐荷力曲線が与えられている． 

 

２２２２．．．．４４４４    板板板板のののの座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式座屈の微分方程式 

 柱の座屈に関する微分方程式の誘導と同様に，微小要素に生ずる軸力 Nx，Ny，曲げモーメント Mx，

My，面外せん断力 Qxz，Qyzとねじりモーメント Mxyを含めた力のつり合いを考えることによって，板の

座屈の微分方程式が導ける． 

    

２２２２．．．．４．１４．１４．１４．１    微小要素微小要素微小要素微小要素のののの断面力のつり合い断面力のつり合い断面力のつり合い断面力のつり合い 

 図－2.18に示すように，板の x 軸方向に一様な圧縮応力 σcr を受けて座屈を生じた板内部の微小要素

について断面力と外力との力のつり合いについて考える． 

 z軸方向の力のつり合い式は次式で表される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－2.18 座屈した板の微小要素に生ずる断面力（再掲） 
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 式(2.84)を dxdyで除すと， 

0=
∂

∂
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∂
∂

y

Q

x

Q yzxz         (2.85) 

 微小要素の－x軸側の y－z面の重心を通って y軸に平行な軸まわりのモーメントのつり合い式は， 
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    (2.86) 

 式(2.86)を整理すると， 
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  (2.87) 

 式(2.87)において，dxに関する高次の微小項を無視すると， 

0=
∂
∂++

∂
∂
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∂

∂
− dxdy

x

w
NdydxQdydx
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M
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M
xxz

yxy    (2.88) 

 式(2.88)を dxdyで除して， 

0=
∂
∂++

∂
∂

−
∂

∂
−

x

w
NQ

y

M

x

M
xxz

yxy       (2.89) 

 板の x軸方向の任意点で y－z面を切断したとき，x軸方向に生ずる単位板幅あたりの軸力がNxであり，

切断後の自由物体に関する力の釣り合いから，Nxは一様な圧縮応力 σcr を用いて次のように表される． 

tN
crx

σ=          (2.90) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－2.18 座屈した板の微小要素に生ずる断面力 
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 式(2.90)を式(2.89)に代入して Qxzについて解けば， 
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= σ        (2.91) 

 図－2.18において，微小要素の－y軸側の z－x面の重心を通って x軸に平行な軸まわりのモーメント

のつり合い式は， 
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 (2.92) 

 式(2.92)を展開すると， 
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 (2.93) 

 式(2.93)を整理すると， 
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  (2.94) 

 式(2.94)において，dyに関する高次の微小項を省略すると， 

0=
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∂++

∂
∂

−
∂

∂− dxdy
y

w
NdxdyQdxdy

x

M
dydx

y

M
yyz

xyx     (2.95) 

 式(2.95)を dxdyで除して， 

0=
∂
∂++

∂
∂

−
∂

∂−
y

w
NQ

x

M

y

M
yyz

xyx       (2.96) 

 式(2.96)において，式(2.90)と同様に考えると，y方向に作用する外力はないため Ny = 0であり，式(2.96)

を Qyzについて解けば， 

x

M

y

M
Q xyx

yz ∂
∂

+
∂

∂=         (2.97) 

 

２２２２．．．．４．２４．２４．２４．２    微分方程式の導出微分方程式の導出微分方程式の導出微分方程式の導出 

 式(2.97)の両辺を xで 1階偏微分すると， 

2

22

2

2

x

w
t

yx

M

x

M

x

Q
cr

yxyxz

∂
∂−

∂∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂ σ       (2.98) 

 式(2.97)の両辺を yで 1階偏微分すると， 

yx

M

y

M

y

Q
xyxyz

∂∂
∂

+
∂

∂=
∂

∂ 2

2

2

       (2.99) 

 式(2.98)，(2.99)を式(2.85)に代入すると， 
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 式(2.37)に注意して式(2.100)を整理すると， 
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∂∂
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∂
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M
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 式(2.38)および(2.44)を式(2.101)に代入すると， 
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 式(2.102)の左辺を整理すると， 
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２．４．３２．４．３２．４．３２．４．３    板の弾性座屈応力板の弾性座屈応力板の弾性座屈応力板の弾性座屈応力 

 ２．３節にて説明した柱の座屈荷重の場合と同様に，板の座屈についても板の座屈形状，即ち式(2.103)

の一般解に境界条件（4 辺単純支持）を適用して求められる座屈モードを仮定し，それを式(2.103)に代

入することによって，一様圧縮を受ける板の 4辺単純支持板の弾性座屈応力を求めることができる． 

 図－2.19に示すように面内に x，y軸，面外方向に z軸を設定すると，座屈モードは次式で仮定できる． 

b

yn

a

xm
Aw mn

ππ
sinsin=         (2.104) 

 ここに，Amn：係数，a：板の長さ，b：板幅，および m，n：正の整数（=1, 2, 3,…）である． 

 式(2.104)を xで 4階偏微分すると， 

b

yn

a

xm

a

m
A

x

w
mn

πππ
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∂
∂

       (2.105)1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－2.19 板の座標系と座屈モード 
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 式(2.104)を yで 4階偏微分すると， 
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 式(2.104)をそれぞれ x，yで 2階偏微分すると， 
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 式(2.105)の第 2，4式，式(2.106)の第 4式，および式(2.107)の第 3式を式(2.102)に代入すると， 
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 左辺を整理して， 
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 式(2.109)において，座屈に伴う面外たわみが発生するためには，次の関係が成立しなければならない． 

0sinsin ≠
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 したがって，式(2.109)が満足されるためには，次の関係が成立しなければならない． 
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 式(2.111)を σcrについて解けば， 
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３．板の弾性座屈応力３．板の弾性座屈応力３．板の弾性座屈応力３．板の弾性座屈応力と耐荷力曲線と耐荷力曲線と耐荷力曲線と耐荷力曲線 

 式(2.106)の右辺において，基本座屈応力 σeを次のように定義する． 

2

2

tb
D

e

π=σ          (3.1) 

 式(3.1)に式(1.12)を代入すると， 
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 式(2.106)の右辺において，次のような無次元パラメータ k（座屈係数と呼ばれる）を定義する． 
22



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k          (3.3) 

 一般的に板の縦横比 αは次式で定義される． 

b

a=α          (3.4) 

 式(3.4)を式(3.3)に代入すると， 
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 式(3.5)において，n = 1を代入し，m = 1, 2, 3, 4に対して座屈係数 kと縦横比 αの関係を図示すると，

図－3.1のようになる．同図より，m の値に関わらず，k は最小値 4 をとり，しかも m が 2 以上では α

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－3.1 無補剛板の座屈係数と縦横比の関係 
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の増大につれて kの変化が小さくなることがわかる． 

 式(3.1)，(3.5)を式(2.106)に代入すると， 

ecr
kσσ =         (3.6) 

 σcrは，式(3.1)，(3.5)より n = 1の時に最小値をとることが明らかである． 

 式(3.6)を降伏応力 σYで無次元化し，式(3.2)を用いると， 
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 式(3.7)の最右辺において，以下のような無次元パラメータとして，幅厚比パラメータ Rを定義する． 

( )
t

b

Ek
R Y

σν
π

21121 −=         (3.8) 

 式(3.8)を式(3.7)に代入し，安全側の考え方として板に生ずる応力は降伏応力を超えないものとすれば，

降伏応力と弾性座屈応力の関係は次のように表される． 

( )
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


≤
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=
RR
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Y

cr

11

101
2σ

σ
        (3.9) 

 式(3.9)の第 2式は Euler曲線と呼ばれる．式(3.9)を図－3.2に示す．一般的に，溶接製作部材は溶接時

の熱影響によって残留応力や初期たわみが発生し，それらはその強度を低下せしめる．即ち，実際には

溶接製作部材の断面を構成する板は σcr よりも小さな圧縮応力で崩壊するため，道示

8)
 4.2.2では両縁

支持板に対して式(3.9)に代えて基準圧縮強度 σuを規定する耐荷力曲線として以下を採用している． 





≤
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=
)7.0(5.0

)7.00(1
2 RR
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Y

u

σ
σ

       (3.10) 

 図－3.2 には，式(3.10)の耐荷力曲線も示した．式(3.10)は，R≦0.7 では両縁支持板が降伏によって破

壊するため，設計上は座屈を考慮する必要のないことを意味しており，R>0.7 では両縁支持板が非弾性

座屈（弾性座屈応力よりも小さな圧縮応力で発生）によって破壊するため，設計上は座屈を考慮する必

要があることを意味している． 

 式(3.10)を鋼材の材質ごとの安全率で除したものが道示 Ⅱ鋼橋編

8)
の表－4.2.2 に与えられている両

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－3.2 無補剛板の Euler曲線と耐荷力曲線 
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縁支持板の局部座屈に対する許容応力度である．板厚 40mm以下，応力勾配 f を 1.0として，SM400，

SM490Yと SM570について許容応力度 σcalについて纏めると表－3.1のようになる．また，図－3.3は同

表を σcalと幅厚比 b/t の関係について図示したものである． 

 

４４４４．．．．エネルギー論エネルギー論エネルギー論エネルギー論 

 まず，文献

3)
に基づいて，変数の相違によって分類した場合のエネルギー原理の関連性について表－

4.1に纏める．また，表－4.2には変位と全ポテンシャルエネルギーの関係について纏めた． 

 

 

鋼種 
板厚 t 
(mm) 

幅厚比 
b/t (f = 1) 

許容応力度 σcal 
(N/mm2) 

SM400 40以下 

38.7以下 140 

38.7を超え

80以下 

2

000,210 








tb

f
 

SM490Y 40以下 

31.6以下 210 

31.6を超え

80以下 

2

000,210 








tb

f
 

SM570 40以下 

28.7以下 255 

28.7を超え

80以下 

2

000,210 








tb

f
 

 

表－4.1 エネルギー原理の関連図 

名称 
変数による区分 

変位（v）またはひずみ（ε） 力（P）または応力（σ） 

ひずみエネルギー 

〈ひずみエネルギーU〉 

U = U(ε)，U(ν) 

 

 

 

 

 

〈補ひずみエネルギーU*
〉 

U* = U0
*(σ)，U*(P) 

 

 

 

 

 

Hookeの法則（σ = Eε）に従う線形弾性材料では，U* = U，U0
* = U0，δU0

* = δU0 

部材のひずみエネルギー 

トラス部材： ∫= l

dx
EA

N
U

0

2

2
 

 はり部材： ∫= l

dx
EI

M
U

0

2

2
 

 

表－3.1 両縁支持板の局部座屈に対する許容応力度 

図－3.3 板座屈の許容応力度と幅厚比の関係 
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表－4.1 エネルギー原理の関連図（続き） 

名称 
変数による区分 

変位（v）またはひずみ（ε） 力（P）または応力（σ） 

仮想仕事の原理 

〈仮想変位の原理〉 

Pδv = U(σδε) 

〈仮想力の原理〉 

δP v = U(δσε) 

〈単位変位法〉 

仮想変位の原理において δv = 1として 

P･1 = U(σδε) 

〈単位荷重法〉 

仮想力の原理において δP = 1として 

1･v = U(δσε) 

相互作用の定理 
Pivi,j = Pjvj,i 

（重ね合わせの成立する線形構造物に対して適用可能） 

Castigliano 

（カステリアーノ） 

の定理 

〈Castiglianoの第 1定理〉 

( )
i

i

i P
v

vU =
∂

∂
 

〈Castiglianoの第 2定理〉 

( )
i

i

i v
P

PU
=

∂
∂

（線形構造物に適用可能） 

〈変位法（剛性法）〉 

{ Pi}=[ K]{ vi} 

[K]は剛性マトリックス 

〈応力法（撓性法）〉 

{ vi}=[ N]{ Pi} 

[N]は撓性マトリックス 

エネルギー最小 

の定理 

〈ポテンシャルエネルギー最小〉 

( )[ ]
0=

∂
−∂=

∂
∂

i

iii

i
v

vPvU

v

ππ
 

〈ひずみエネルギー最小〉 

〈最小仕事の原理〉 

( )
0=

∂
∂

i

i

P

PU
（線形構造物に適用可能） 

近似解法 

（変位関数を 

定める） 

〈Rayleigh-Ritz（レイリー・リッツ）法〉 

v = Σaiφi 

0=
∂
∂

i
a

π
 

 

〈Galerkin（ガラーキン）法〉 

v = Σaiφi 

( ) 0=∑∫ dxvL
i

ϕ  

L(v)=0はつり合い方程式 

（支配微分方程式） 

 

〈有限要素法〉 

v = Σφivi （vi は節点変位） 

δπ = 0より 

剛性方程式[K]{ v}={ q} 

[K]は剛性マトリックス 
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４．１４．１４．１４．１    ポテンシャルエネルギーの極値化ポテンシャルエネルギーの極値化ポテンシャルエネルギーの極値化ポテンシャルエネルギーの極値化    

 文献 3)の「７．９ エネルギー最小の原理」によれば，ポテンシャルエネルギーに関しては概ね以下

のように説明されている． 

 どのような物理現象も安定な釣り合い状態を保つとき，その系のポテンシャルエネルギーは常に極小

値をとることが知られている．弾性構造物では，ポテンシャルエネルギーとして，構造物内部の変形に

よって蓄えられるポテンシャルエネルギーと，外力のポテンシャルエネルギーだけを考えればよい．構

造物内部のポテンシャルエネルギーはひずみエネルギーU そのものである．一方，外力のポテンシャル

エネルギー（または単にポテンシャルとも呼ぶ）は，外力が保存力（力によってなされる仕事が，力の

始点と終点のみで決まり，途中の経路には依存しないような力）であれば，外力系の位置のエネルギー

の変化である．保存力が仕事をすれば位置のエネルギー，すなわち外力のポテンシャルエネルギーは減

少する．例えば，図－4.1に示すように，片持ばりがたわんだ状態では，もとの位置に対しもとの位置に対しもとの位置に対しもとの位置に対してててて外力外力外力外力 P はははは

一定のまま一定のまま一定のまま一定のまま位置のエネルギーを失っている位置のエネルギーを失っている位置のエネルギーを失っている位置のエネルギーを失っているから，この位置でのポテンシャルエネルギーπwは負の量とな

って次のように表される． 

Pv
w

−=π          (4.1) 

 弾性体では作用荷重をPx，それによる載荷点の変位をvxとすると，比例定数をkとして両者間にはPx = 

kvxなる関係が成立する．したがって，変位が0からある変位量vの間にPxによってなされる仕事をWとす

ると， 

22

2

000

Pvkv
dvvkdvPdWW

v

x

v

x

v ===== ∫∫∫      (4.2) 

表－4.2 変位と全ポテンシャルエネルギーの関係 

π = U－T 極小 → 安定 中立 → 座屈発生 極大 → 不安定 

π 

全ポテンシャル 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δπ 

1次変分 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ
2
π 

2次変分 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

変位 θ 

π 

変位 θ 

δπ 

変位 θ 

δ
2
π 

変位 θ 

π 

変位 θ 

δπ 

変位 θ 

δ
2
π 

変位 θ 

π 

変位 θ 

δπ 

変位 θ 

δ
2
π 

図－4.1 外力 P のポテンシャルエネルギー 
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 ここに，P，vはそれぞれPx，vxの最終段階における値である． 

 式(4.2)で表される外力仕事Wは，図－4.2の外力と変位との関係図の三角形の面積に等しく，ポテンシ

ャルエネルギーと異なり，外力や荷重の変化を考慮したものである． 

 式(4.1)と(4.2)との比較により，ポテンシャルエネルギーπwは外力仕事Wの符号を変えたものでないこ

とに注意する必要がある．即ち，ポテンシャルは外力の現位置における状態を記述するものポテンシャルは外力の現位置における状態を記述するものポテンシャルは外力の現位置における状態を記述するものポテンシャルは外力の現位置における状態を記述するものであり，仕仕仕仕

事の大きさ事の大きさ事の大きさ事の大きさを表を表を表を表すもすもすもすものではないのではないのではないのではない．あえて仕事を考えるならば，たわんだ位置からP =一定のまま一定のまま一定のまま一定のままで元の

位置へ逆向きに変位をさせると考えれば式(4.1)が得られる．荷重とそれに対応する変位がいくつかある

一般的な場合には，これらを単に加え合わせればよく，式(4.1)に代えて次式を用いる． 

∑−=
iiw

vPπ          (4.3) 

 構造物全体の全ポテンシャルエネルギーπは，πwにひずみエネルギーUを加えて得られ，構造物が安定

な釣り合い状態にあれば，次のような関係が成立する． 

最小⇒−=+= ∑ iiw
vPUU ππ      (4.4) 

 式(4.4)が弾性構造物におけるポテンシャルエネルギー最小の原理である． 

 この原理は仮想仕事の原理から次のようにして導くことができる．ある外力Piの下に釣り合い状態に

ある構造物に仮想変位δvを与えると，それによる仮想外力仕事δWは次式で表される． 

∑=
ii

vPW δδ         (4.5) 

 仮想変位を与えている間，外力Piは一定であることを考えると，Piは変分に対して独立であるため，

Piとviとの積に対して変分をとることが可能であり，式(4.5)の右辺は次のように書ける． 

( )∑∑ =
iiii

vPvP δδ        (4.6) 

 ここで，仮想ひずみエネルギーをδU，外力による仮想仕事をδWとすれば，仮想仕事の原理式は次式

で表される． 

0=− WU δδ         (4.7) 

 式(4.7)に，式(4.5)，(4.6)を代入すると， 

( ) ( ) 0=−=−=− ∑∑ iiii
vPUvPUWU δδδδδ     (4.8) 

 式(4.8)に式(4.4)を代入すると， 

( ) 0==−=− ∑ δπδδδ
ii

vPUWU       (4.9) 

 式(4.9)より，仮想仕事の原理は全ポテンシャルエネルギーπの変分が0となることと同じ意味を表して

いることがわかる．πの変分δπは全微分dπと同じような表現ができるから， 

( )
0=

∂
∑−∂=

∂
∂=

i

i

ii

i

i

v
v

vPU
v

v
δδπδπ       (4.10) 

 仮想変位δviは0でない任意の値を与えるから，式(4.10)の関係が満足されるためには，次式が成立しな

 

 

 

 

 

 

 

 
図－4.2 外力と変位の関係 
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ければならない． 

( )
0=

∂
∂=

∂
∑−∂

ii

ii

vv

vPU π
       (4.11) 

 構造物全体の全ポテンシャルエネルギーπは，構造物の変形状態viによって変化するものの，例えば，

図－4.3に示すように，式(4.11)は「自然界では，つりあった位置（変形状態）にあるとき，構造物の全

ポテンシャルエネルギーは最小となる」ということを表している． 

 式(4.11)から直ちに次式で表される，Castigliano（カステリアーノ）の第1定理が導かれる． 

i

i

P
v

U =
∂
∂

        (4.12) 

 したがって，ポテンシャルエネルギー最小の原理とCastiglianoの第1定理は，本質的に同じ意味をもっ

ている．しかし，構造解析を行う上で，ポテンシャルエネルギー最小の原理は特に重要な意味をもって

いる．それは構造物の厳密解を求めることが困難であるとき，ある関数でたわみの近似形を仮定して，

ポテンシャルエネルギー最小の原理によって必要な精度でたわみ形の大きさが決定できることである．

表－4.1に掲げたRayleigh-Ritz（レイリー・リッツ）法はこれを応用したものである． 

 

４．２４．２４．２４．２    Timoshenko（チモシェンコ）（チモシェンコ）（チモシェンコ）（チモシェンコ）のエネルギーのエネルギーのエネルギーのエネルギー法による座屈解析法による座屈解析法による座屈解析法による座屈解析 

 Timoshenkoのエネルギー法は，種々の構造物の弾性座屈応力の計算に用いられる．本節では，文献

6)に従ってその概要について説明する．文献 6)によれば，全ポテンシャルエネルギーΠを内部ひずみエ

ネルギーU と外力のポテンシャル V の合計として表すことにする． 

VU +=Π          (4.13) 

 このとき，剛体－バネ系および弾性柱のつり合いの安定性の判定は，Πの第 2変分の正負の符号によ

って行い，また，座屈荷重ではその第 2変分が以下のように 0となることが示されている． 

02 =Πδ          (4.14) 

 安定なつり合い状態では，全ポテンシャルエネルギーΠが最小値をとることから，このつり合い状態

の近傍における全ての状態に対して，全ポテンシャルエネルギーの変化 ∆Πは次の関係を満足しなけれ

ばならない． 

0>∆+∆=∆Π VU         (4.15) 

 ここに，∆U：釣り合い状態の近傍のごくわずかな変化により貯えられる内部エネルギーの増分，∆V

はその間の外力ポテンシャルエネルギーの増分である． 

 ∆T を外力仕事増分とすると，外力ポテンシャルエネルギーの増分 ∆Vは 

TV ∆−=∆          (4.16) 

 

 

 

 

 

 

 
図－4.3 全ポテンシャルエネルギー最小の位置 

真のつり合い形状 
最小の π (= π0) 

不自然なつり合い

形状 (π > π0) 

(a) 単純ばりのたわみ形状 (b) ポテンシャルエネルギーと変位の関係 

vi 

π 

∂π/(∂vi) = 0 

π = π(v1, v2,…) 
 

π0 
釣り合い位置 
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 式(4.16)を式(4.15)に代入すると， 

TU ∆>∆          (4.17) 

 式(4.17)は安定な釣り合い条件を示している．これより，中立のつり合い状態，即ち外力がある限界

値に達して安定なつり合い状態でなくなる時の条件は次式で表せる． 

TU ∆=∆          (4.18) 

 式(4.18)を用いて安定性を判定する手法が，Timoshenko（チモシェンコ）のエネルギー法である． 

 

４．４．４．４．３３３３    安定，不安定，中立安定，不安定，中立安定，不安定，中立安定，不安定，中立 

 よく知られているように，座屈は構造物に生る不安定現象の一つであり，座屈について論じるために

は構造物の安定，不安定，中立についての理解が必要になる．それらは表－4.2にまとめたように，構造

物の全ポテンシャルエネルギーの変位に関する変分を用いて判定できる．本節では，文献7)に従って，

構造物の不安定現象の概要について纏める． 

 応力－ひずみ関係が線形弾性範囲内の座屈を伴わない変形の小さな問題（線形問題と呼ぶ）において

は，外力と構造物の応答とが1対1に対応するため，解は唯一つしか存在しない．しかし，図－4.4に示す

ように，応力－ひずみ関係が線形弾性範囲を超える材料学的非線形性に加えて，部材に目に見えるよう

な大きな変形を伴う幾何学的非線形性も考慮した複合非線形挙動では，構造物の形態，外力の種類，材

料の特性によっては荷重一変位曲線上に特異な点（同図では極限点）が現われ，その点を境にして構造

物の荷重に対する抵抗力が失われることがある．さらに特徴的な例として，鋼構造物でしばしば見受け

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－4.5 不安定現象の分類 
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られる真直ぐな細長い柱や薄い平板を一様に圧縮した場合を考える．このときの変形様式は一様な圧縮

変形のみであり，目に見えるような有限変位は生じていない．それにもかかわらず，圧縮力が一定値を

超えると微小な乱れを与えた瞬間に過大な横方向変位が生じ，構造物は荷重をささえる抵抗力を増加さ

せることなく，場合によっては急激に低下させることがある．以上のような現象は不安定現象と呼ばれ，

鋼構造物の設計では最も注意すべき現象である． 

 不安定現象の例を荷重Pと変位δの関係で整理し，分類すると，図－4.5のようになる．図中において，

実線は安定なつり合い径路（荷重－変位曲線）を表し，破線は不安定なつり合い径路を表す（安定・不

安定の判別については４．４節にて説明する）図－4.5(a)の例は，荷重Pが分岐点（４．４節にて説明す

る）の値に達すると，それまでの変形様式（初期変形様式と呼ぶ）から急激に別の変形様式に移行する

現象で，分岐座屈あるいは単に座屈と呼ばれている．そして，分岐点に対応する荷重を座屈荷重と呼び，

座屈時の変形様式を座屈変形モードと呼ぶ．数学的にいえば，一般に座屈荷重は固有値問題における最

小固有値に相当し，座屈変形モードは最小固有値に対する固有ベクトル値に相当している． 

 図－4.5(a)に見られる中心圧縮を受ける柱の安定分岐座屈（A点）や，アーチの不安定分岐座屈（A'点）

は分岐座屈の代表例である．ただし，表－4.3に示すような非対称分岐座屈の場合については，最小固有

値に対する固有ベクトルが座屈変形モードに相当しないので注意が必要である． 

 図－4.5(b)では，荷重の増加につれて非線形性が増し，荷重が極限点（B点）に達した後は不安定なつ

り合い状態になり破壊に至る不安定現象であり，屈服と呼ばれている．例えば，図－4.5(b)に示すよう

に，薄肉のパイプが曲げを受けた場合，断面の偏平化とともに断面剛性が低下することによる屈服現象，

あるいは付加曲げモーメントの影響ではり－柱のたわみが増大し，断面内に塑性域が生じて剛性が低下

することによる屈服現象が良く知られている． 

 図－4.5(c)では，荷重が増大し，それによりトラス部材には圧縮力が生じて極大点（B点）に達すると，

新しい変形状態に飛び移り，さらに荷重を増加させるとトラス部材には引張力が生じ，CD線上を動く．

逆にD点から荷重を減少させていくと変位も減少し，荷重が極小点（E点）に達したときにF点に飛び移

る．このような現象が飛び移りと呼ばれる不安定現象である．例えば，偏平なアーチやシェルに生じる

現象である． 

 広い意味では，分岐座屈，屈服，飛び移りを含めて座屈と呼ぶことがある．このときには，不安定現

象といえば座屈現象を指すことになる．構造物を設計する際に行う構造物の安定性の照査においては，

座屈設計という表現の中にすべての不安定現象（ただし，剛体力学的な安定問題は除く）に関する検討

を含めて考えている． 

 

表－4.3 特異点の分類 

特異点の分類 
分岐点 

極限点 
対称分岐点 非対称分岐点 
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４．４．４．４．４４４４    安定・不安定の安定・不安定の安定・不安定の安定・不安定の概念概念概念概念 

 構造物を設計するときには，構造物に不安定現象が生じないように配慮する必要がある．本節では，

構造物が安定の状態にあるか，不安定の状態にあるかを判別する方法について述べる． 

 一般に，ある構造物が外力の作用のもとで釣り合い状態にあるとき，この釣り合い状態が安定である

とは，その構造物に微小な乱れを与えたとき，その乱れが時間の経過とともに減少する場合を指す．こ

の安定の判別規準は，静的な安定・不安定の問題だけでなく，動的な安定・不安定の問題に対しても成

り立つが，ここでは静的な現象に限定して安定・不安定の問題を考える． 

 構造物に微小な乱れを与えるときに，どのような量の乱れを考えるかによって安定・不安定の判別方

法が異なる．本節では，安定・不安定の判別法のうち，代表的な次の2つについて述べる． 

① エネルギーの変化による安定・不安定の判別 

② 釣り合い状態の変化による安定・不安定の判別 

 ①のエネルギーの変化により安定・不安定を判別する方法は，全ポテンシャルエネルギーを利用する

ため，主として図－4.6に示すような保存力（外力のなす仕事が，変形の径路に依存せず構造系の最初の

状態のみで定まるとき，この外力を保存力と定義している．一般に，重力による力（荷重）は保存力で

ある．水圧のように，構造物の変形につれて作用方向を変える力は従動力と呼ばれ，保存力ではない．

また，外力が保存力のみである弾性構造物を保存系と呼ぶ．）のみを受ける構造物の弾性安定問題に適

用され，非保存力を受ける構造物の座屈問題や弾塑性座屈問題（耐荷力を求める問題を含む）には適用

し難いとされている．しかしながら，安定・不安定の概念が把握し易いため，広く利用されている．例

えば，球が曲面上に乗っている場合を考えると，図－4.7(a)に示すように，下に凸な曲面の中央にある球

は安定した状態にあることが，図－4.7(c)に示すように，上に凸な曲面の中央にある球は不安定な状態に

あることが，球を中心から微小な距離∆δだけ移動させて手を離し，その後の球の運動を観察することに

よって容易に理解できる．また，図－4.7(b)の状態にある球は，安定と不安定の中間的な性格を持つ中

立の状態とみなせる．そこで，図－4.7の球の持つ全ポテンシャルエネルギーに注目すると，ポテンシャ

ルエネルギーは位置エネルギーだけであるので，全ポテンシャルエネルギーの量を表わす曲線形が曲面

の形と同じになっていることが分る．また，釣り合いの位置からの微小な乱れによる全ポテンシャルエ

ネルギーの変化によってそのつり合い状態の安定・不安定が判別できることも分る．即ち，全ポテンシ

ャルエネルギーが釣り合い位置において極小であれば，任意の微小な乱れに対してつり合い状態は安定

であり，全ポテンシャルエネルギーが極大であれば，ある微小な乱れに対してつり合い状態は不安定に

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 図－4.6 保存力の概念 
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図－4.7 全ポテンシャルエネルギーπの変化と安定・不安定 
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なることが分る． 

 一方，②の釣り合い状態の変化によって安定・不安定を判別する方法は，弾性・塑性の区別なく一般

的な座屈問題に適用することが可能であり，初期不整を持つ構造物の耐荷力や終局強度を調べる問題に

も適用できる．例えば，図－4.8に示す軸方向圧縮力Nと横力Pを受けるはり－柱の釣り合い曲線を考え

てみる．釣り合い曲線上のA点を基準の釣り合い状態にとり，図－4.8のグラフ上のA'点として示すよう

に，その状態に微小な変位の乱れ∆δを与えると，外力Pを一定にしたままではつり合い状態を保つこと

ができない．それゆえ，釣り合い曲線上の他の釣り合い状態に移すためには，図－4.8のグラフ上のA"

点として示すように，微小な力∆Pが必要になる．したがって，微小な乱れを与え，外力を増加させない

図－4.8のグラフ上のA'点として表される状態にはり－柱を置くと，微小な乱れは減少し，元のつり合い

位置であるA点に戻る．即ち，基準のつり合い状態に任意の微小な乱れを与えたとき，近接したつり合

い位置に移動させるために正の仕事∆δ･∆Pを必要とする場合には，その基準つり合い状態は安定である

といえる． 

 これとは逆に，図－4.8のグラフ上のC点に注目すると，基準の釣り合い状態に微小な変位の乱れ∆δを

与えた場合，外力Pを一定にしたままではつり合い状態を保つことはできず，近接した釣り合い状態に

移動させるためには外力を微小な量∆Pだけ荷重を下げる必要がある．即ち，基準のつり合い状態に，あ

る微小な乱れを与えたとき，近接した釣り合い状態に移動させるために負の仕事を必要とする場合が1

つでもあれば，その基準釣り合い状態は不安定であるといえる．また，図－4.8のグラフ上のB点のよう

に安定なつり合い状態と不安定なつり合い状態との境界は，限界釣り合い状態にあると考えられる．文

献7)では，厳密に調べれば，この限界釣り合い状態が，安定・不安定・中立に分けられることが説明さ

れている． 

 

４．４．４．４．５５５５    エネルギーの変化による安定・不安定の判別エネルギーの変化による安定・不安定の判別エネルギーの変化による安定・不安定の判別エネルギーの変化による安定・不安定の判別 

 本資料では，文献 7)に従って，エネルギーの変化を用いた構造物の安定・不安定の判別方法として，

最も初歩的な圧縮力 P に対する変位として回転変位 θ のみが生ずる（1 自由度系と称する），図－4.9

に示す剛体－回転バネモデルを例に説明する．同モデルは剛体棒の上端に圧縮力 Pが作用し，下端には

バネ定数 kを有する回転バネが取り付けられている．同モデルの座屈現象について調べるため，全ポテ

ンシャルエネルギーの変化を検討し，つり合い状態の安定・不安定を調べる．同図に示すように，鉛直

方向に圧縮力 P が作用し，剛体棒が θだけ傾いた状態の系の全ポテンシャルエネルギーπは，線形回転

バネに蓄えられるひずみエネルギーを U とすると，次のように表される． 

( ) 2

2

1 θθ kU =         (4.19) 

 

 

 

 

 

 

 

 
図－4.8 釣り合い状態の変化と安定・不安定 
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 荷重 Pの持つ位置エネルギーVは次のように表される． 

( ) ( )θθ cos1, −−= PLPV        (4.20) 

 式(4.19)と(4.20)より，剛体－回転バネモデルの全ポテンシャルエネルギーπは次のように表せる． 

( ) ( )θθθπ cos1
2

1
, 2 −−=+= PLkVUP      (4.21) 

 回転角に微小な乱れを与え，回転角を θから θ+δθに変化させたときの全ポテンシャルエネルギーπの

変化（全変分）∆πは次のように表される． 

( ) ( )PP ,, θπδθθππ −+=∆       (4.22) 

 ４．４節の考察から分るように，本剛体－回転バネモデルの安定・不安定は，釣り合い状態に微小な

乱れを与えたときの ∆πの符号によって調べることができる．即ち，図－4.7を参照すると，以下である

ことがわかる． 

 

                     (4.23) 

 

 

 

４．４．４．４．６６６６    エネルギー法エネルギー法エネルギー法エネルギー法による弾性座屈荷重の計算による弾性座屈荷重の計算による弾性座屈荷重の計算による弾性座屈荷重の計算 

 エネルギーは４．５節で述べたように，構造物の安定・不安定の判別に用いることができるほか，構

造物の座屈荷重が正確にも求まらない場合，その近似値を求めるのに有効に用いることができる．本節

では文献 7)に従って，エネルギーを用いた座屈荷重の近似計算方法について概要を説明する． 

 線形座屈解析によれば，分岐点近傍に座屈後のつり合い状態が存在することから，分岐点を全ポテン

シャルエネルギーの基準点に選べば，座屈前後の全ポテンシャルエネルギーの変化量 ∆π のみに注目し

て，限界釣り合い状態の判別基準

7)
から座屈荷重を求めることができる．即ち，座屈に伴う微小変位 ∆v

によるひずみエネルギーの増加量 ∆U と，外力 P0のポテンシャルエネルギーの変化量 ∆V を用いて，外

力 P0を λ倍したときに座屈するものとすれば，臨界つり合い状態の判別条件より次式が得られる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,
000

=∆∆+∆∆=∆∆+∆∆=∆∆ PvVvUPvVvUPv λλλπ   (4.24) 

 ただし，式(4.24)の中辺から右辺への変形において，保存系では外力のポテンシャルエネルギーと外

力が比例関係にあることから成立する次式を用いている． 

( ) ( )
00

,, PvVPvV ∆∆=∆∆ λλ       (4.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

任意の δθに対して，常に ∆π > 0のとき：安定 

任意の δθに対して，常に ∆π = 0のとき：中立 

ある δθに対して，       ∆π < 0のとき：不安定 

図－4.9 剛体－回転バネモデル 

(a) 変形前 

P 

k 

θ = 0 L 

(b) 変形後 

P 

k 

θ  L 
θ

θ
sinL

k
P =



技術者のための構造力学                              20150110 

38 

 したがって，式(4.24)の最右辺を無次元パラメータ λについて解けば，次のように表せる． 

( )
( )

0
, PvV

vU

∆∆
∆∆−=λ         (4.26) 

 仮に，座屈モード ∆v が正確にわかり，そのときの λ が λcrとして計算できるならば，座屈荷重 Pcrは

外力 P0を λcr倍した次式で表される． 

0
PP

crcr
λ=          (4.27) 

 これに対して，すべての境界条件を満たす分岐方向の変形様式（座屈モード）∆vとして，近似値を利

用した場合には，座屈荷重は Pcrに比べて高めの近似値になる． 

 さらに，エネルギー法では，座屈モード ∆v の仮定の仕方によって数多くの近似解法が存在する．一

般には，境界条件を満たす座屈モード ∆vとして，次式で表される任意の数の関数 ∆vkの線形結合を使用

することが多い． 

∑ ∆=∆
kk

vCv         (4.28) 

 ここに，Ck：未定係数である． 

 以上の一般的な解析法を図－4.9 に示す剛体－回転バネモデルに適用し，座屈荷重を求めてみる．線

形座屈解析では，座屈後の変位は微小であると仮定しているので，式(4.21)に関して θ を ∆θ とおいて，

cos∆θを Maclaurin（マクローリン）展開して ∆θの第 2項までとって近似する．一般的に，xを独立変数

とする関数 f(x)の Maclaurin展開の公式は次式で表される． 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) L+′′′+′′+′+= !30!20!100 32 xfxfxffxf    (4.29) 

 式(4.21)の cos∆θにおいて，独立変数は ∆θであるから，Maclaurin展開の公式は式(4.29)の xを ∆θと読

み替えて次のように表される． 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) L+∆′′′+∆′′+∆′+=∆ !30!20!100 32 θθθθ fffff   (4.30) 

 f(∆θ) = cos∆θであるから，式(4.30)は， 

( ) ( ) ( ) L+∆+∆−∆−=∆ !30sin!20cos!10sin0coscos 32 θθθθ   (4.31) 

 式(4.31)において，∆θの第 2項までとれば， 

( ) 21cos
2θθ ∆−=∆         (4.32) 

 θを ∆θとおいた式(4.19)，式(4.32)の関係を代入して P を λP0とした式(4.20)を式(4.24)に代入すると，

次の関係が得られる． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
11

2

1
,,

2

0

2

00
=







 ∆+−−∆=∆∆+∆∆=∆∆ θλθθλθλθπ LPkPVUP   (4.33) 

 したがって，限界状態における無次元パラメータ λは，式(4.33)を λについて解くことによって次のよ

うに表せる． 

( )
( ) LP

k

LP

k
cr

0

2

0

2

2

2 =
∆

∆=
θ

θλ         (4.34) 

 式(4.34)より，座屈荷重 Pcr は次のように表され，一般的に知られている，図－4.9 に示す剛体－回転

バネモデルの座屈荷重の解と一致する． 

LkPP
crcr

==
0

λ         (4.35) 
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５５５５．．．．内部エネルギー法の計算式内部エネルギー法の計算式内部エネルギー法の計算式内部エネルギー法の計算式 

 本章では，４章で紹介したエネルギー原理に従って，はり部材や板要素が座屈変形を起こすときの内

部エネルギーの計算式について示す． 

 

５５５５．．．．１１１１    柱の内部エネルギー柱の内部エネルギー柱の内部エネルギー柱の内部エネルギー 

 図－5.1に示すように，柱等のトラス部材の微小要素 dxdydzに，ひずみ εxに伴う応力 σxが生じる時，

内部に蓄えられるひずみエネルギーを外力仕事から計算する．図－5.2 に示すように，外力仕事は次式

で表される． 

dxdydzdxdAPdW
xxxx

εσεσ
2

1

2

1

2

1 ===      (5.1) 

 したがって，ひずみ εxに伴う応力 σxが生じる場合に体積 V の要素に蓄えられる内部エネルギーは下

記となる． 

∫∫∫∫ ∫ ∫ ==== dV
E

dV
E

dVdxdydzU
x

x

xxxxx

2

2

1

2

1

2

1

2

1 σσσεσεσ    (5.2) 

 軸力のみが作用する長さ L の柱部材では，断面内の応力は一定であるから，N = σxAより， 

EA

LN
dxN

EA
Adx

A

N

E
dV

A

N

E
dV

E
U

x 22

1

2

1

2

1

2

1 2

2

22

2 ==






=






== ∫∫∫∫σ   (5.3) 

 

５５５５．．．．２２２２    はりの内部エネルギーはりの内部エネルギーはりの内部エネルギーはりの内部エネルギー 

 図－2.7，2.8に示すように，断面に曲げモーメント Myを生じたはりの内部エネルギーU は，断面内の

微小要素には応力 σxが生ずるから式(5.2)で表される．はりの断面内に曲げモーメント Myに伴って生ず

る応力 σxは，断面二次モーメント I とすれば次式で表される． 

z
I

M
y

x
=σ          (5.4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－5.2 外力と変位の関係 
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 式(5.4)を式(5.2)に代入すると， 

( )

dxM
EI

dxI
I

M

E
dxdydzz

I

M

E
dydzdxz

I

M

E
dV

E
U

x

∫

∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫

=

==






==

2

2

2

2

2

22

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 σ
  (5.5) 

 

５．３５．３５．３５．３    はり部材，柱部材への仮想仕事の原理の適用はり部材，柱部材への仮想仕事の原理の適用はり部材，柱部材への仮想仕事の原理の適用はり部材，柱部材への仮想仕事の原理の適用    

 はり部材に部材軸直角方向の外力 P が作用している状態で，同方向に δv なる仮想変位を与えた場合

の仮想外力仕事は次式で表される． 

vPW δδ =          (5.6) 

 式(5.6)は，図－5.3の斜線部の面積として示される．一方，仮想内部エネルギー増分 δU は，部材軸方

向のみに応力 σxとひずみ εxが生ずるはり部材や柱部材については，図－5.4の斜線部の面積を体積で積

分した次式で表される． 

∫=
V xx

dVU δεσδ          (5.7) 

 柱部材などのトラス部材においては，断面内に一様な軸力 Nが生ずるから，部材の断面積を A，弾性

係数を Eとすれば，σxと仮想ひずみ δεxはそれぞれ次式で表される． 








==
EA

N

A

N
xx

δδεσ ,        (5.8)1,2 

 はり部材や柱部材では，微小要素の体積は dV = xdAで表されることを考慮して，式(5.7)に式(5.8)を代

入し，部材長を L とすると，柱部材の仮想内部エネルギー増分 δU は， 

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ 






=






=






== LL

A

L

A

L

A xx
Adx

AE

N

A

N
dAdx

AE

N

A

N
dAdx

AE

N

A

N
dAdxU

0000
δδδδεσδ  (5.9) 

 はり部材においては，断面に生ずる曲げモーメント My，中立軸からの距離を z，弾性係数を E，部材

の断面二次モーメントを I とすれば，σxと仮想ひずみ δεxはそれぞれ次式で表される． 








== z
EI

M
z
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M
y

x

y

x
δδεσ ,       (5.10)1,2 

 式(5.7)に式(5.10)を代入し，部材長を L とすると，柱部材の仮想内部エネルギー増分 δU は， 

∫
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 (5.11) 

 仮想仕事の原理においては，次のように仮想外力仕事と仮想内部エネルギー増分が等しいことを利用

 

 

 

 

 

 

 

 

図－5.3 仮想外力仕事 
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図－5.4 仮想ひずみエネルギー 
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する． 

UW δδ =          (5.12) 

 

５．５．５．５．４４４４    板要素の内部エネルギー板要素の内部エネルギー板要素の内部エネルギー板要素の内部エネルギー 

 板要素の板厚を t として，板面内に x，y軸，面外方向に z軸を設定すると，平面応力状態を仮定すれ

ば，σz = τxz = τxz = 0とできるので，板要素内の微小体積 dV = tdxdyに蓄えられるひずみエネルギーdU は， 

( ) dxdydzdU
t

t xyxyyyxx∫− ++= 2

22

1 γτεσεσ       (5.13) 

 Kirchhoff（キルヒホッフ）の仮定に従って，式(5.13)に式(2.32)～(2.35)を代入して， 

dxdy
t

yx

w
G

y

w

yx

w

x

wE

dxdydzz

yx

w

yx

w
G

y

w

x

w

y

wE

x

w

y

w

x

wE

dxdydz

yx

w
z

yx

w
Gz

y

w
z

x

w

y

wEz

x

w
z

y

w

x

wEz

dU

t

t

t

t

12
42

12

1

4

11

2

1

22

11

2

1

3
2

2

4

4

22

4

4

4

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2

2

2 22

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2






















∂∂
∂+









∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

−
=

























∂∂
∂

∂∂
∂+

∂
∂









∂
∂+

∂
∂

−
+

∂
∂









∂
∂+

∂
∂

−
=

























∂∂
∂

∂∂
∂+

∂
∂










∂
∂+

∂
∂

−
+

∂
∂










∂
∂+

∂
∂

−
=

∫

∫

−

−

ν
ν

ν
ν

ν
ν

ν
ν

ν
ν

  (5.14) 

 式(5.14)の最右辺に式(2.42)，(2.43)を代入して，弾性係数 E，せん断弾性係数 G をそれぞれ板曲げ剛度

D で表せば， 
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 (5.15) 

 板要素の長さを a，板幅を bとすれば，板要素に蓄えられるひずみエネルギーU は， 
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６６６６．．．．Timoshenko 法による座屈解析法による座屈解析法による座屈解析法による座屈解析 

 Timoshenkoの方法によれば，安定な釣り合いから不安定な釣り合いへ移行する際には，次式で表され

るように，全ポテンシャルエネルギーがゼロであるという性質を利用する．即ち，式(4.13)より， 

UT =          (6.1) 

 

６６６６．．．．１１１１    柱の座屈解析柱の座屈解析柱の座屈解析柱の座屈解析 

６６６６．．．．１．１１．１１．１１．１    内部エネルギー内部エネルギー内部エネルギー内部エネルギー 

 微小変位を仮定すれば，座屈直後の柱には曲げモーメント My による次式で表される内部エネルギー

が蓄えられる． 

∫= L y dx
EI

M
U

0

2

2
        (6.2) 

 １．３節で説明したように，曲げモーメント Myと曲率の関係は次式で表される． 

2

2

dx

wd
EIM

y
−=         (6.3) 

 式(6.3)を式(6.2)に代入すると， 
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    (6.4) 

 式(6.4)において，たわみ形状を次の正弦波形で仮定する． 

x
L

m
Aw

m

π
sin=          (6.5) 

 ここに，m：正の整数（= 1, 2,...）である． 

 式(6.5)を xに関して 2階微分すると， 

x
L
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L
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dx

dw
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cos=        (6.6)1 

x
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L
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2

−=       (6.6)2 

 式(6.6)の第 2式を式(6.4)に代入すると， 
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ππππ
   (6.7) 

 ここで，三角関数の半角公式は以下のようにして導ける． 

( ) ααααααααα 22 sincossinsincoscoscos2cos −=−=+=     (6.8)1 

( ) αααααααα 22 sincossinsincoscoscos0cos1 +=+=−==    (6.8)2 

 式(6.8)の第 2式から第 1式を差し引くと， 

αα 2sin22cos1 =−         (6.9) 

 式(6.9)を sin2
αについて解けば， 

2

2cos1
sin2 αα −=         (6.10) 

 式(6.10)の関係を式(6.7)の最右辺の被積分関数に用いれば 
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  (6.11) 

 

６６６６．．．．１．２１．２１．２１．２    外力仕事増分外力仕事増分外力仕事増分外力仕事増分 

 変形の間に作用外力である圧縮力は変化しないものとして，これをPcrとする．図－6.1に示すように，

Pcrによる柱の微小区間の縮みを duとする．また，次のように角度 θyを定義する． 

dx

dw
y 2

1=θ          (6.12) 

 幾何学的関係により，duは sinθyを用いて次のように表される． 

( )
dx
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sin2sinsin2 







== θθ     (6.13) 

 式(6.13)の最右辺において，微小変形であれば次の関係が成立する． 
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1
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 式(6.14)を式(6.13)に代入すると， 
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 したがって，式(6.15)より，柱全長にわたる縮みは， 
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 式(6.16)において，たわみ形状を式(6.5)の正弦波形で仮定し，式(6.16)の最右辺に式(6.6)の第 1 式を代

入すると， 
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 圧縮力 Pcrによる外力仕事増分 Tは，Pcr が微小変形の間に変化しないので，式(6.17)を用いて次のよう

に表される． 
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 式(6.8)の第 1式と第 2式を辺々加えると， 

αα 2cos22cos1 =+         (6.19) 

 式(6.19)を cos2αについて解けば， 

 

 

 

 

 

 
図－6.1 たわみ後の長さと水平長さの関係 
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2

2cos1
cos2 αα +=         (6.20) 

 式(6.20)の関係を式(6.18)の最右辺の被積分関数に用いれば， 
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６６６６．．．．１．３１．３１．３１．３    弾性座屈荷重弾性座屈荷重弾性座屈荷重弾性座屈荷重 

 座屈の発生は，構造の安定な釣り合い状態から不安定な釣り合い状態への移行を意味しており，この

とき，Timoshenkoのエネルギー法によれば，U = Tが成立しなければならない．よって，式(6.11)と(6.21)

より， 
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44

ππ =        (6.22) 

 式(6.22)を Pcr について解けば， 

2
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m
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EI
P
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π=         (6.23) 

 弾性座屈荷重 Pcr の最小値は m = 1の場合に生ずるから， 

2
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π=          (6.24) 

 

６６６６．．．．２２２２    板の座屈解析板の座屈解析板の座屈解析板の座屈解析 

６６６６．．．．２．１２．１２．１２．１    内部エネルギー内部エネルギー内部エネルギー内部エネルギー 

 4辺が単純支持された，長さ a，板幅 b，板厚 t の板に長手方向に一様な圧縮応力が作用した場合に座

屈が生じたとして，そのときのたわみ形状を次式で仮定する． 

∑ ∑
∞

=

∞

=
=

1 1

sinsin
im jn

ji

jnim b

yn

a

xm
Aw

ππ
       (6.25) 

 ここに，Aminj：定数である． 

 因みに，式(6.25)のたわみ波形は，例えば面外方向に分布荷重を受ける場合にも用いることができる．

しかし，その場合には同式の総和記号を残したままの演算が必要となる．（「補足資料 1 はり要素，

板要素に蓄積される内部エネルギー）を参照）この場合，内部エネルギーの計算に重ね合わせの法則を

用いてはならない．例えば，バネ値 kのバネに正の軸力 Pを作用させた後に負の軸力を作用させた場合

のエネルギーについて考えると，正の軸力による内部エネルギーU1は P2/(2k)であり，負の軸力による内

部エネルギーU2も P2/(2k)となる．負の軸力を載荷したのちの合計の軸力は P + (-P) = 0となるのに対し

て，内部エネルギーの合計は U1 + U2 = P2/k ≠0となって，個別にエネルギーを足し合わせると矛盾を

きたすことになる． 

 座屈波形が m，nの時，即ち mi，nj が mi = m，nj = nの場合のたわみ形状は， 
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 式(6.26)を x，yに関して偏微分すると， 
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 式(5.16)に式(6.27)を代入すると，板要素の内部エネルギーU は， 
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 式(6.28)において，積分計算を表す次のパラメータを定義する． 
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 式(6.29)，(6.30)を用いると式(6.28)は次のように表される． 
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 式(6.29)の被積分関数は式(6.10)の半角公式を用いて次のように変形できる． 
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 同様に，式(6.30)の被積分関数は式(6.10)の半角公式を用いて次のように変形できる． 
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 式(6.31)に式(6.32)，(6.33)を代入すると， 
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６６６６．．．．２．２２．２２．２２．２    外力仕事増分外力仕事増分外力仕事増分外力仕事増分 

 板の長手方向に作用する一様な圧縮応力を σ，板厚を t とすると外力仕事増分 T は次式を用いて計算

できる． 
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 式(6.32)の被積分関数に式(6.27)の第 1式を代入すると， 
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 式(6.33)最右辺の被積分関数に式(6.20)で表される半角の公式を用いると， 
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 式(6.34)の最右辺に式(6.10)で表される三角関数の半角公式を用いると， 
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６６６６．．．．２．３２．３２．３２．３    弾性座屈弾性座屈弾性座屈弾性座屈応力応力応力応力 

 Timoshenkoのエネルギー法によれば，座屈発生時には U = Tが成立しなければならないから，式(6.31)

と(6.35)より，σ =σcr とおいて， 
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 式(6.36)を σcr について解けば， 
2

2

2

2

2

2

22








 +=
b

n

a

m

tm

a
D

cr

πσ         (6.37) 

 

６６６６．．．．３３３３    補剛板の座屈解析補剛板の座屈解析補剛板の座屈解析補剛板の座屈解析 

 補剛板に座屈が生ずる場合，次式で表されるように全ポテンシャルエネルギーΠは 0である． 

0=−−++=Π
LpTLp

TTUUU       (6.38) 

 ここに，Up：板母材に蓄えられる内部エネルギー，UL：縦リブに蓄えられる内部エネルギー，UT：横



技術者のための構造力学                              20150110 

48 

リブに蓄えられる内部エネルギー，Tp：板母材になされる外力仕事の増分，および TL：縦リブになされ

る外力仕事の増分である． 

 式(6.38)を変形すれば， 

LpTLp
TTUUU +=++        (6.39) 

 式(6.39)は Timoshenkoのエネルギー法の座屈発生時の条件と等価である．上記の内容については別資

料「資料 2 補剛板全体パネルの座屈応力と座屈係数 応力と座屈係数」を参照されたい． 
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